
前 言

1. 什么是拓扑学

一般认为, 拓扑学、分析学和代数学是现代基础数学的三个关键领域。拓扑
学萌发于 17 世纪, 到 19 世纪末, 拓扑学理论才开始得到系统发展。在 20 世纪
拓扑学是数学中发展最迅猛、成果最丰富的研究领域之一, 到了 21 世纪拓扑学
的各种理论更是层出不穷。迄今为止, 拓扑学和发展拓扑学所产生的数学思想已
经渗透到几乎所有的数学领域和众多的自然科学和社会科学领域。究竟什么是拓

扑学?
先回到初等几何。初等几何研究欧氏空间中几何对象本身的形状、几何对象

之间的位置关系等。几何对象自身的几何性质 (如边长、夹角、面积等)十分重要。
有时, 几何对象的若干几何性质可以完全决定几何对象。如, 判定两个三角形是否
全等, 有很多判定条件 (如边边边、边角边、角边角等)。我们还知道, 全等的三角
形有完全相同的几何性质; 如果两个三角形对应的几何性质不同, 则它们不全等。

注意, 上面提到的三角形的几何性质在刚体变换 (即平移、旋转、镜面反射的
有限复合) 下是不变的。给定两个几何对象, 如果其中一个可以经过刚体变换变到
另一个,我们就说这两个几何对象是几何等价的。两个几何等价的几何对象有完全
对应相同的几何性质。如果两个几何对象某种对应几何性质不同,则可以断定这两
个几何对象不是几何等价的。在这个意义下可以粗略地说,初等几何研究的是几何
对象在刚体变换下保持不变的性质。

类比于初等几何, 拓扑学中所用的变换是 “弹性变换” (拓扑术语为拓扑变换,
或同胚变换)。所谓弹性变换就是一个连续双射, 其逆也连续。直观看来, 弹性变换
可以对几何对象进行弯曲、拉伸、压缩、扭转等。这里理想地假设受到变形的几

何对象具有弹性, 能充分地经受这样的操作。例如, 一个面团可以经过弹性变换揉
成馒头或方糕,也可擀成厚薄不同的圆饼。如果一个几何对象经过一个弹性变换变
到另一个,我们就说这两个几何对象是拓扑等价的。几何对象在弹性变换下保持不
变的性质就称为拓扑性质。
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经过弹性变换后, 一个几何对象的大小、曲直、长短等几何性质都可以改变,
它甚至可以变得面目全非, 与之前大不相同。真有那样的性质, 能在弹性变换下保
持不变? 答案是不仅有, 而且很多就在我们身边。例如, 区间是一维的, 立方体是
三维的, 而维数是一个拓扑性质。又如, 在球面上沿任何一条简单闭曲线剪开总是
把球面剪成两片, 但汽车轮胎 (拓扑上称为环面) 的表面上存在一条简单闭曲线,
沿它剪开, 轮胎并没有变成可以分离的两片, 而曲面上是否存在一条不把它分离的
简单闭曲线是一个拓扑性质, 这个性质与所画曲线的大小和曲直都无关。再如, 给
平面 (或球面) 地图着色是要把相邻的国家 (或区域) 着上不同的颜色, 以便容易
区分。已经知道四种颜色就够了, 这是平面的一个拓扑性质。显然, 地图着色问题
与度量 (区域面积、边界线长度等) 和形状无关, 关键是区域的个数和它们之间的
邻接关系。地图经过变形 (缩放或各种投影) 后着色所需颜色数不变。显然, 拓扑
性质是几何对象的一类特别的几何性质, 涉及对象在整体结构上的性质, 但反之不
然。拓扑性质与所处理对象 (通常称为拓扑对象或拓扑空间) 的大小、形状以及所
含线段的曲直等都无关, 也就不能用普通的几何方法来处理。
专门研究几何对象在弹性变换下保持不变的性质 (拓扑性质) 的数学分支就

是拓扑学。拓扑学的中心任务就是对拓扑对象进行拓扑等价分类。拓扑等价的对

象有相同的拓扑性质。若一个拓扑对象有拓扑性质 P , 而另一个没有拓扑性质 P ,
则我们立刻可以断定这两个拓扑对象不是拓扑等价的。例如,前面看到了球面和环
面有不同的拓扑性质, 由此即知球面和环面不是拓扑等价的。

2. 拓扑学概览

拓扑学的起源可以追溯到古希腊时期。当时, 人们开始思考什么是空间, 如何
描述它以及如何计算它。这个时期的数学家主要致力于研究欧氏空间的性质和欧

氏空间里的几何形体。其中最有名的数学家是欧几里得, 他提出了欧氏几何公理,
并在其基础上建立了一套完整的几何学体系。这套体系包括点、线、平面等基本概

念,以及它们之间的关系。人们公认,拓扑学始创于伟大数学家欧拉 (1707—1783)
解决著名的哥尼斯堡七桥问题。在 18 世纪, 一条流经普鲁士哥尼斯堡 (今俄罗斯
加里宁格勒) 城的河流把城市分为 4 个分离的区域, 有 7 座桥梁跨越这条河流, 并
把这 4 个区域相连在一起, 如图 1(a) 所示。哥尼斯堡城的居民考虑了这样一个问
题: 是否存在一个旅游路线, 使游人在哥尼斯堡城七座桥的每一座只走过一次就能
遍游全城? 有趣的是, 当时人们尝试了多次, 没有一个人能找到这样的旅游路线。
上述问题引起了欧拉的注意。他意识到, 这是一个新的属于 “位置几何” 的数

学课题, 在尝试解决它时, 不要求确定长度和计算角度, 它的解决仅仅需要考虑位
置关系。欧拉对这个问题进行了分析, 把它归结为一个图形能否一笔画出的问题,
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图 1 哥尼斯堡七桥问题

并在 1736 年证明了定理: 有一条道路走过图中每条边恰好一次, 当且仅当该图最
多有两个 “奇” 点, 这里的奇点是指所连边数是奇数的图形顶点。哥尼斯堡七桥问
题本质上是问图 1(b) 的图形能否一笔画出 (点表示区域, 线表示桥梁)。由欧拉定
理可知,通过漫步一次走过哥尼斯堡七桥实现遍游全城的路线是不存在的。欧拉的
上述定理被认为是拓扑学的第一个定理。欧拉还在 1752 年给出了一个凸多面体
的顶点数 V、边数 E 和面数 F 所满足的关系式 V −E +F = 2, 该等式也称为欧
拉公式。欧拉的这些工作为后来拓扑学的发展奠定了重要的基础。

在此后长达一个半世纪的时间里, 有许多著名的数学家追随这最初始于欧拉
的研究, 对位置几何学做出了有价值的贡献。柯西是给出连续这个概念精确定义
的第一人, 而连续是拓扑学最基本的概念之一。进一步, 柯西在 1825 年还给出了
一个拓扑不变量: 闭路 C 绕一点的卷绕数, 可通过一个全纯微分形式沿 C 的积分

来计算。高斯在 1833 年在研究磁力线时给出了空间中互不相交的两个有向闭曲
线间的环绕数这个精巧的拓扑不变量。黎曼在 1851 年的博士论文和 1857 年关于
阿贝尔函数的文章中, 提出了现在我们称之为黎曼曲面的概念。默比乌斯在 1863
年证明了空间中的闭曲面可以通过往曲面上加 p 个环柄而得, 其中的 p 是黎曼给

出的不变量, 即曲面的亏格。默比乌斯还首次 (1858 年) 注意到了现在被称为默比
乌斯带的不可定向曲面的存在。

拓扑学 (topology) 起初也叫形势分析学, 这是莱布尼茨于 1679 年提出的名
词, 其中的 “形” 是指一个图形本身的性质, “势” 是指一个图形与其子图形相对的
性质。这个术语首先出现于 1847 年利斯廷的论文《拓扑学的初步研究》中, 源自
希腊文 τoπos (位置、形势)。在汉语里, “拓” 有以手推物、开辟、扩充的意思, “扑”
有拍打的意思。将 topology 翻译成拓扑学, 既在意思上相符, 又照顾到了发音, 是
一个很成功的翻译。

到 19 世纪、20 世纪之交, 已经形成了组合拓扑学与点集拓扑学这两个研究
方向。

组合拓扑学的奠基人是庞加莱。在 1895 年至 1904 年间, 庞加莱创立了用剖
分研究流形的基本方法, 引进了许多拓扑不变量: 基本群、同调、贝蒂数、挠系数
等,还提出了具体计算的方法。拓扑学的另一个渊源来自分析学的严密化。实数的
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严格定义推动了康托尔从 1873 年起系统地展开了对欧氏空间中的点集的研究, 提
出拓扑中的许多基本概念,如聚点 (极限点)、开集、闭集、稠密性、连通性等。分析
学中进一步发展出泛函的概念, 最终促使抽象拓扑空间概念的产生, 点集拓扑学应
运而生。1914 年豪斯多夫在其著作《点集论纲要》中介绍了拓扑空间的公理化基
础, 从而开创了拓扑学作为基础数学的一个分支的全面研究。点集拓扑学经过 20
世纪 30 年代中期起布尔巴基学派的补充整理和完善, 发展成一般拓扑学, 并逐渐
趋于成熟。到 1945 年前后, 点集拓扑已经成为数学研究的共同基础。

在庞加莱创立组合拓扑之后, 布劳威尔在 1910 年至 1912 年间提出了用单纯
映射逼近连续映射的方法, 用以证明不同维数的欧氏空间不同胚; 引进了同维流形
之间的映射度的概念, 用以研究同伦分类, 并开创了不动点理论。他使组合拓扑学
在概念精确、论证严密方面达到了应有的标准。随后, 亚历山大在 1915 年证明
了贝蒂数与挠系数的拓扑不变性。随着抽象代数学的兴起,1925 年左右, 诺特提议
把组合拓扑学建立在群论的基础上。在诺特的影响下, 1928 年霍普夫定义了同调
群。从此, 组合拓扑学逐步演变成利用抽象代数的方法研究拓扑问题的代数拓扑
学。1945年, 艾伦伯格与斯廷罗德以公理化的方式总结了当时的同调论,后来写成
《代数拓扑学基础》(1952 年), 对于代数拓扑学的传播、应用和进一步发展起了巨
大的推动作用。他们把代数拓扑学的精髓概括为: 把拓扑问题转化为代数问题, 通
过计算来求解。

同调群以及在 20 世纪 30 年代引进的上同调环, 都是从拓扑到代数的过渡。
直到今天, 同调论 (包括上同调) 所提供的不变量仍是代数拓扑学中最易于计算的,
因而也最常用。同伦群提供了从拓扑到代数的另一种过渡,其几何意义比同调群更
明显, 但是极难计算。1950 年, 塞尔利用谱序列这个代数工具, 在同伦群的计算上
取得突破 (菲尔兹奖工作), 为其后拓扑学的突飞猛进开辟了道路, 拓扑学开始进入
黄金时代。

微分拓扑学是研究微分流形与微分映射的拓扑学。随着代数拓扑和微分几何

的发展, 微分拓扑学在 20 世纪 30 年代重新兴起。惠特尼在 1935 年给出了微分流
形的一般定义, 并证明它总能作为光滑的子流形嵌入高维欧氏空间。1953年,托姆
的协边理论 (菲尔兹奖工作) 开创了微分拓扑学与代数拓扑学并肩跃进的局面, 许
多困难的微分拓扑问题被转化成代数拓扑问题而得到解决, 同时也刺激了代数拓
扑学的进一步发展。1956 年米尔诺发现 7 维球面上有不同寻常的微分结构 (菲尔
兹奖工作)。随后, 不能赋予任何微分结构的流形也被人们构造出来。这些都显示
拓扑流形、微分流形和分片线性流形这三个范畴有巨大的差别,微分拓扑学也从此
被公认成为一个独立的拓扑学分支。1960 年, 斯梅尔证明了 5 维以上微分流形的
庞加莱猜想 (菲尔兹奖工作)。米尔诺等人发展了处理微分流形的基本方法——剜
补术, 使 5 维以上流形的分类问题亦逐步趋向代数化。
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近几十年来, 用几何的思想和方法来研究流形的结构和性质取得很多重大突
破,其中包括流形的三大范畴 (拓扑、光滑、分片线性)之间的关系、20世纪 80年
代初弗里德曼关于 4维拓扑庞加莱猜想的证明、R4 上不同寻常的微分结构的发现

和 21 世纪初佩雷尔曼关于瑟斯顿几何化猜想的证明 (3 维庞加莱猜想是其特例)。
通常把这些研究归于几何拓扑学的范畴, 以强调其几何色彩, 用以区别代数味道很
重的代数拓扑学。

3. 拓扑学的重要性

拓扑学的基本理论及其思想已经成为当代数学与科技工作者的必要基础。拓

扑学的重要性体现在它与其他数学分支、其他学科的相互作用上。

拓扑学与微分几何学有着天然血缘关系, 它们从不同的角度研究流形的性质。
为了研究黎曼流形上的测地线, 莫尔斯在 20 世纪 20 年代建立了非退化临界点理
论, 把流形上光滑函数的临界点的指数与流形本身的贝蒂数联系起来, 并发展成大
范围变分法。莫尔斯理论后来又在拓扑学中用于证明典型群的同伦群的博特周期

性 (这是 K 理论的基石), 并启示了处理微分流形的剜补术。
微分流形、纤维丛、示性类给嘉当的整体微分几何学提供了合适的理论框架,

也从中获取了强大的动力和丰富的课题。陈省身在 20 世纪 40 年代引进了 “陈示
性类”,不但对微分几何学影响深远,对拓扑学也十分重要。纤维丛理论和联络理论
一起为理论物理学中杨 –米尔斯规范场论提供了现成的数学框架, 犹如 20 世纪初
黎曼几何学对于爱因斯坦广义相对论的作用。规范场的研究又促进了 4 维微分拓
扑学出人意料的进展。

拓扑学对于分析学的现代发展起了极大的推动作用。随着科学技术的发展,需
要研究各种各样的非线性现象, 分析学更多地求助于拓扑学。20世纪 30年代勒雷
和绍德尔把布劳威尔的不动点定理和映射度理论推广到巴拿赫空间, 形成了拓扑
度理论。后者以及前述的临界点理论, 都已成为研究非线性偏微分方程的标准工
具。微分拓扑学的进步, 促进了分析学向流形上的分析学 (又称大范围分析学) 发
展。在托姆的影响下,微分映射的结构稳定性理论和奇点理论已发展成为重要的分
支学科。

斯梅尔在 20 世纪 60 年代初开创的微分动力系统的理论就是流形上的常微分
方程理论。同期, 阿蒂亚等人创立了微分流形上的椭圆型算子理论。著名的阿蒂
亚 –辛格指标定理把算子的解析指标与流形的示性类联系起来, 是分析学与拓扑
学结合的范例。现代泛函分析的算子代数已与 K 理论、指标理论、叶状结构密切
相关。来自代数拓扑的层论已经成为多复变函数论的基本工具。

拓扑学的需要大大刺激了抽象代数学的发展, 并且形成了两个新的代数学分
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支: 同调代数与代数 K 理论。代数几何学从 20 世纪 50 年代以来已经完全改观。
托姆的协边理论直接促成代数簇的黎曼 –罗赫定理的产生, 后者又促使拓扑 K 理
论的产生。现代代数几何学已完全使用上同调的语言, 代数数论与代数群也在此
基础上取得许多重大成果, 包括有关不定方程整数解数目估计的韦伊猜想和莫德
尔猜想的证明。

范畴与函子的概念是在概括代数拓扑的方法论时形成的。范畴论已深入数学

基础、代数几何学等分支, 对拓扑学本身也有重要影响。近几十年来, 越来越多数
学家和科学家把拓扑学的概念用于模拟或理解现实世界的结构和现象。拓扑学在

许多自然科学和社会科学领域也有了广泛的应用, 并成了应用数学和数学的应用
的一个重要组成部分。

在经济学方面,冯·诺伊曼首先把不动点定理用于证明均衡的存在性。在现代
数理经济学中, 对于经济的数学模型, 均衡的存在性、性质、计算等根本问题都离
不开代数拓扑学、微分拓扑学和大范围分析的工具。拓扑学在信息理论、系统理

论、对策论、规划论、网络论中也都有重要应用。在计算机科学领域中, 拓扑学被
广泛应用于建模、网络分析、数据可视化等方面。

拓扑建模是一种三维数据建模方法, 它利用拓扑学的理论和应用技术来构建
复杂的形状和结构。利用拓扑建模技术, 可以在相对短的时间内生成复杂的模型,
快速进行拓扑变换和形状优化等操作。这在工程、医学、地质勘探等行业中都有

着广泛的应用。

拓扑学在网络分析中也有着广泛的应用。一个网络通常可以抽象为一个拓扑

结构, 而拓扑结构的分析可以帮助我们更好地理解和优化网络的性能。例如, 拓扑
结构分析可以用来发现网络中的关键节点和瓶颈、提高网络的灵活性和鲁棒性等。

拓扑学在数据可视化中也有着非常重要的应用。数据可视化是指将大量的数

据转化为可视化的图形展示形式,使人们可以更直观、更清晰地理解数据之间的关
系和趋势。近二十年来发展起来的拓扑数据分析可以帮助我们将高维数据转化为

低维的可视化对象, 从而可以更好地展示数据之间的联系与形状特征。

4. 本书的使用说明

本书主要介绍拓扑学这门课程的基础理论与核心内容和拓扑学的一些常见的

基本应用。前四章介绍点集拓扑学的基本内容, 包括拓扑空间与连续映射 (第 1
章)、构造新空间 (第 2 章)、分离性与可数性 (第 3 章)、连通性与紧致性 (第 4
章)。第 5—9 章介绍代数拓扑学的基本理论, 包括同伦等价与基本群 (第 5 章)、
紧致曲面的拓扑分类 (第 6 章)、覆叠空间的基本理论 (第 7 章)、单纯复形与单
纯同调理论 (第 8, 9 章)。作为特色之一, 本书在前 9 章就注重各章基本理论的应
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用介绍, 在第 10 章搜集整理了拓扑学的基本理论 (前 9 章内容) 在数字图像处理、
遗传工程、地理信息系统、机器人学、医学 (心脏搏动模型)、生物化学、化学、化
学图论、经济学、电子线路设计等领域的一些常见和基本的应用案例,供想了解拓
扑学应用的读者选读。

拓扑学理论的一个特点是内容抽象、概念多,关系盘根错节错综复杂。初学者
常常会感到不知所云,如在雾中,不知在干什么,既看不清来时的路,也不知道下一
步该如何走。如何学好拓扑学? 编者认为, 理解抽象的学科需要透彻理解具体的例
子, 学懂主要定理的证明过程, 还需要静下心来认真做题。拓扑学中各种奇怪的例
子特别多, 初学者可以先掌握其中最常见的例子, 例如: 度量诱导的拓扑、子空间
的拓扑、离散拓扑、平庸拓扑、乘积拓扑、商拓扑。这几种拓扑一定要透彻理解,
每遇到新的概念、定理, 就可以联系这几种拓扑空间的例子把概念、定理具体化,
加强直观理解。

读者若带着问题去学习和思考,通常会起到事半功倍的效果。建议读者在学习
拓扑学的基本概念、定理和做练习时, 头脑中经常问一下下面这些问题, 并尝试回
答: 能给出定义的等价说法吗? 能给出与书中不同的例子吗? 这个定理直观吗? 它
看起来和我知道的另一个定理相似吗? 定理证明的关键在哪里? 能用不同的方法
证明它吗? 定理中的条件是必要的吗? 如果去掉或换掉定理或练习中的一些条件,
它是否还正确? 久而久之坚持下来, 读者就会慢慢拨开重重迷雾, 豁然开朗, 清楚
知道自己在做什么和向何处去, 如同移去盖楼时外面的脚手架, 就会知道楼盖到哪
里了, 最后的目标是什么。

本书在设置习题上也有一些考虑。在广泛参考国内外的拓扑学教材的基础上,
结合编者学习、研究拓扑学的心得以及经验,编者从学生学习拓扑学的实际训练需
求出发, 搜集、整理了大量的习题, 还给出了一些原创的习题。这些习题比较全面
地覆盖了书中涉及的基础概念和基本技巧训练, 少数习题涉及书中内容的延伸和
拓扑学近年来的一些发展。

编者对所有习题进行了分类标注。标注分类主要从以下几个角度考量。一方

面, 习题按难度大致可以分为初等难度、中等难度 (需要一定的技巧) 和具有一定
挑战难度的习题 (包括少数开放题目, 需要读者自己给出结论), 分别用 E (Easy)、
M (Middle) 和 D (Difficult) 标注。学生在掌握教材中的概念、方法和主要结论的
情况下可以完成初等难度的习题。完成中等难度的习题需要学生掌握较高的技巧,
而完成挑战难度的习题则需要学生具有很高的数学水平和数学成熟度。此外,对于
有挑战难度的习题中难度较大或难度大的习题, 分别用 “∗” 和 “∗∗” 标注。另一方
面, 即使对于同一难度的习题, 有的题目相对于其他题目更有价值, 更值得做。编
者将这部分习题用 R (Recommend) 标注, 供教师在给学生布置作业时优先选用。
还有一部分习题是为想真正学好、学会拓扑学,或者有志于进一步研究拓扑学的学
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生准备的, 用 H (Highly Recommend) 标注。它们是教材正文的重要补充, 非常经
典,很多结论是几何拓扑领域的专家学者熟知和常用的。完成这些习题对于深入理
解和掌握教材中相关内容和延伸内容中的重要技巧和方法都非常有帮助。

编者是初次尝试采用这种题目标注方法, 欢迎读者提供反馈意见。
本书配备了大量的图形, 用以帮助读者在学习拓扑学理论时直观地理解相关

的概念或证明。

附录汇集了学习本书所需要的集合论和代数学的一些预备知识, 供读者需要
时查询。

本书是为数学类专业基础较好的本科生 (拔尖班、强基班、基地班等学生) 编
写的拓扑学入门教材, 也适用于数学类专业的普通本科生与研究生在学习拓扑学
课程时酌情选择使用。对于对拓扑学及其应用感兴趣的其他专业的教师、研究生

和科技工作者, 本书也可作为了解拓扑学基础理论与应用的参考手册。
针对不同学校对拓扑学课程的不同学时要求, 建议选择的学习内容如下:

学时 (学分) 学习内容

32(2) 第 1—4 章 (24 学时), 第 5.1 节、第 5.2 节 (8 学时)

48(3) 第 1—4 章 (24 学时), 第 5 章 (16 学时), 第 6 章 (8 学时)

64(4) 第 1—4 章 (24 学时), 第 5 章 (16 学时), 第 6 章 (8 学时),
第 7 章 (8 学时), 第 8 章 (8 学时)

80(5) 第 1—4 章 (24 学时), 第 5 章 (16 学时), 第 6 章 (8 学时),
第 7 章 (8 学时), 第 8 章 (8 学时), 第 9 章 (16 学时)

限于编者水平和编著时间紧迫, 本书恐怕仍有疏漏和不足之处, 编者完全承担
责任。欢迎并感谢读者和有关专家对本书提出宝贵的评论和建议 (可通过电子邮
件发送给编者), 以便有机会再版时修订、补充和完善。

雷逢春, 杨志青, 李风玲
2024 年 7 月 20 日于大连
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