


2 第一章 基本概念和例子

随机过程描述某个系统在随机因素影响下随时间演进的过程. 这里的时间参量可以
是离散的, 也可以是连续的. 本章介绍随机过程的基本结构和性质, 并讨论若干典型的
例子, 主要内容包括过程的适应性、修正与实现、有限维分布族、随机游动、布朗运动、
泊松过程、复合泊松过程和泊松随机测度等.

1.1 基本概念

1.1.1 随机过程的定义

定义在某个概率空间 (Ω,F ,P)上,取值于可测空间 (E,E )的随机变量族X = (Xt :

t ∈ I) 称为随机过程, 简称过程. 此时, 称 (E,E ) 或 E 为 X 的状态空间. 我们经常会考
虑 E 为度量拓扑空间的情况, 此时一般取 E 为其博雷尔 σ 代数, 即由 E 的全体开子集

生成的 σ 代数. 特别地, 当 E = R 为欧氏空间时, 称 X 为实数值过程.

原则上, 随机过程的指标集 I 可以是任意的集合. 我们通常假定 I 是整数集 Z 或

实数集 R 中的某个区间, 分别称为离散时间集与连续时间集. 此时 X 描述某个随机系

统在时间区间 I 的变化情况. 在指标集明确的情况下, 我们也会将 (Xt : t ∈ I) 简写

为 (Xt). 经常考虑的指标集 I 的特例为 Z+ = {0, 1, 2, · · · } 或 R+ = [0,∞). 此时也将
(Xt : t ∈ I) 写作 (Xt : t ⩾ 0) 或 (Xn : n ⩾ 0). 注意 (Xn : n ⩾ 0) 就是随机变量序列

(X0, X1, X2, · · · ), 它也可以看作一个可数无穷维随机向量.

设 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ J) 是定义在某个概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机过
程, 其指标集或状态空间都可以相同或不同. 若对任意的有限集 (s1, s2, · · · , sm) ⊆ I 和

(t1, t2, · · · , tn) ⊆ J , 随机向量 (Xs1 , Xs2 , · · · , Xsm)和 (Yt1 , Yt2 , · · · , Ytn)独立, 则称这两
个随机过程是独立的.

例 1.1.1 设 {ξn : n ⩾ 1} 是概率空间 (Ω,F ,P) 上的独立实数值随机变量序列,
令 X(0) = 0 并对 n ⩾ 1 令 Xn = ξ1 + ξ2 + · · · + ξn, 则 (Xn : n ⩾ 0) 是一个随机过

程. 显然, 对任何 k ⩾ 1, 过程 (Xn∧k : n ⩾ 0) 和 (Xk+n − Xk : n ⩾ 0) 独立, 其中
n ∧ k = min(n, k).

1.1.2 轨道和修正

设 (Xt : t ∈ I) 是定义在某个概率空间 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 为状态空间的随机过

程. 在固定 ω ∈ Ω 后, 由 I 到 Rd 的映射 t 7→ Xt(ω)称为 X 的轨道. 轨道是一个随机过
程的基本要素, 关于轨道的结构与性质的研究是随机过程理论的重要内容. 特别地, 称
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以度量空间 E 为状态空间的连续时间随机过程 (Xt : t ⩾ 0) 是右连续的 (连续的, 左极
右连的等), 是指其所有轨道右连续 (连续, 左极右连等).

定义 1.1.1 假定 X = (Xt : t ∈ I) 和 Y = (Yt : t ∈ I) 是定义在概率空间

(Ω,F ,P) 上的以 (E,E ) 为状态空间的随机过程. 若对任何 t ∈ I 有 Nt ∈ F 满足

{Xt 6= Yt} ⊂ Nt 且 P(Nt) = 0, 则称 X 和 Y 互为修正. 若存在 Ω1 ∈ F 满足

Ω1 ⊆ Ω0 := {Xt = Yt 对所有 t ∈ I 成立}

且有 P(Ω1) = 1, 则称 X 和 Y 是无区别的.

易知, 当 I 为可数集时, X 和 Y 是无区别的当且仅当它们互为修正. 对于一般的
指标集, 无区别的过程互为修正, 但反之未必成立.

例 1.1.2 设 X 和 Y 都是实数值随机过程, 则对 t ∈ I 都有 {Xt = Yt} ∈ F . 此
时 X 和 Y 互为修正当且仅当对一切 t ∈ I 有 P(Xt 6= Yt) = 0.

例 1.1.3 设非负随机变量 T 的分布函数在 R 上连续. 对于 t ⩾ 0 和 ω ∈ Ω 定义

ξt(ω) = 0 和 ηt(ω) = 1{T (ω)=t}, 则对任何 t ⩾ 0 有

P(ξt 6= ηt) = P(ηt = 1) = P(T = t) = 0,

故 P(ξt = ηt) = 1, 因而 (ξt : t ⩾ 0) 与 (ηt : t ⩾ 0) 互为修正. 另一方面, 显然有

P(ξt = ηt 对所有 t ⩾ 0 成立) = P(∅) = 0 6= 1,

其中 ∅ 表示空集. 因此 (ξt : t ⩾ 0) 与 (ηt : t ⩾ 0) 不是无区别的.
例 1.1.4 设 {τk : k = 1, 2, · · · } 为独立随机变量序列, 其中所有随机变量都服从

参数为 α > 0 的指数分布. 记 Sn =

n∑
k=1

τk. 对任何 t ⩾ 0 令

Nt =

∞∑
n=1

1{Sn⩽t}, Xt =

∞∑
n=1

1{Sn<t},

则随机过程 (Nt : t ⩾ 0) 左极右连, 而 (Xt : t ⩾ 0) 左连右极. 它们互为修正, 但不是无
区别的.

命题 1.1.1 设 (Xt : t ⩾ 0) 和 (Yt : t ⩾ 0) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的以
度量空间 E 为状态空间右连续的实数值随机过程, 而 D 是 [0,∞) 的可数稠子集. 若对
每个 s ∈ D 都有 P(Xs = Ys) = 1, 则 (Xt : t ⩾ 0) 和 (Yt : t ⩾ 0) 是无区别的.

证明 在假设条件下, 对每个 s ⩾ 0, 有 Ns ∈ F , 满足 {Xs 6= Ys} ⊂ Ns 且

P(Ns) = 0. 令 Ω1 =
⋂
s∈D

N c
s ∈ F . 易知 P(Ω1) = 1, 且对 ω ∈ Ω1 和 s ∈ D, 有

Xs(ω) = Ys(ω). 对任何 t ⩾ 0, 可取 {sn} ⊆ D 使 sn ↓ t. 根据两个过程的右连续性, 对
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ω ∈ Ω1 有

Xt(ω) = lim
n→∞

Xsn(ω) = lim
n→∞

Ysn(ω) = Yt(ω).

所以 (Xt : t ⩾ 0) 和 (Yt : t ⩾ 0) 无区别. □

设 (Xt : t ⩾ 0) 是以 Rd 为状态空间的随机过程. 称 (Xt : t ⩾ 0) 是随机右连续

的, 是指对于所有 t ⩾ 0 当 s ↓ t 时有 Xs
p→ Xt, 其中 “ p→” 表示依概率收敛, 即对任何

ε > 0 有

lim
s↓t

P(ρ(Xs, Xt) ⩾ ε) = 0,

其中 ρ表示 Rd 上的欧氏距离. 类似地,可以定义随机左连续. 如果随机过程 (Xt : t ⩾ 0)

既随机右连续又随机左连续, 就称其为随机连续.
命题 1.1.2 设 (Xt : t ⩾ 0) 是以 Rd 为状态空间的随机过程. (1) 若 (Xt : t ⩾ 0)

随机右连续且对 t ⩾ 0 右极限 Xt+ 几乎必然存在, 则几乎必然地 Xt+ = Xt; (2) 若
(Xt : t ⩾ 0)随机左连续且对 t > 0左极限 Xt− 几乎必然存在,则几乎必然地 Xt− = Xt.

证明 设 (Xt : t ⩾ 0) 随机右连续且对 t ⩾ 0 右极限 Xt+ 几乎必然存在. 根据依
概率收敛的性质, 存在数列 tn ↓ t 使得几乎必然有 lim

n
Xtn = Xt. 但是 lim

n
Xtn = Xt+,

因此几乎必然地 Xt+ = Xt, 即 (1) 成立. 类似地可证 (2) 成立. □

例 1.1.5 设非负随机变量 T 的分布函数 F 为 R 上的连续函数. 令 Xt = 1{T⩽t},
则对于任意的 ε > 0 和 t > s ⩾ 0 显然有

P(|Xs −Xt| ⩾ ε) ⩽ P(Xs = 0, Xt = 1) = P(s < T ⩽ t) = F (t)− F (s).

由此易知 (Xt : t ⩾ 0) 随机连续.

1.1.3 有限维分布族

考虑可测空间 (E,E ). 给定指标集 I, 我们用 s(I) 表示 I 的有序的有限子集全体,
即

s(I) = {(t1, t2, · · · , tn) : n ⩾ 1; ti ∈ I; i = 1, 2, · · · , n}.

对 J = (t1, t2, · · · , tn) ∈ s(I) 写 |J | = n. 若每个 J ∈ s(I) 都对应于乘积可测空间

(E|J|,E |J|) 上的一个概率测度 µJ , 我们称

D = {µJ : J ∈ s(I)}

为 E 或 (E,E ) 上的有限维分布族, 而称其中的每个 µJ 为有限维分布.
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设 X = (Xt : t ∈ I) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 为状态空间的随机

过程. 对 J ∈ s(I),用 µXJ 表示 |J |维随机向量 XJ := (Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn)在 (E|J|,E |J|)

上的分布, 即对任何 H ∈ E |J|, 有

µXJ (H) = µX(t1,t2,··· ,tn)(H) = P{(Xt1 , Xt2 , · · · , Xtn) ∈ H}. (1.1.1)

我们称 µXJ 为 X 的一个有限维分布, 而称 DX = {µXJ : J ∈ s(I)} 为 X 的有限维分布

族.
定义 1.1.2 给定 (E,E ) 上的有限维分布族 D , 若存在随机过程 X = (Xt : t ∈ I)

使 DX = D , 则称 (Xt : t ∈ I) 为 D 的实现. 若两个随机过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I)

有相同的有限维分布族, 则称它们为等价的. 两个等价的过程互称为实现.
显然, 若两个过程 (Xt : t ∈ I) 和 (Yt : t ∈ I) 定义在同一概率空间上, 且互为修正,

则它们一定是等价的; 但反之未必成立.
例 1.1.6 设随机变量 ξ 服从正态分布 N(0, 1). 对任何 t⩾0 令 x(t)=ξ 和 y(t) =

−ξ, 则 {x(t) : t ⩾ 0} 与 {y(t) : t ⩾ 0} 等价, 但不互为修正.
对于指标集 I = Z+,可将状态空间 E = R上的随机过程X = (Xt : t ∈ I)等同于无

穷维随机向量 (X0, X1, X2, · · · ). 此时 X 在可数维乘积可测空间 (EI ,E I) := (R∞,B∞)

上的概率分布 µX 定义为

µX(A) = P(X ∈ A), A ∈ B∞.

应用测度论中的测度扩张定理可以证明, 过程 X = (Xt : t ∈ I) 和 Y = (Yt : t ∈ I) 等价

当且仅当它们在 (R∞,B∞) 上有相同的概率分布. 对于 I 是一般指标集的情况, 令 EI

为由 I 到 E 的所有映射 w = {w(t) : t ∈ I} 构成的集合, 再令 E I 为 EI 上由所有函

数类 {w 7→ w(t) : t ∈ I} 生成的 σ 代数. 则随机过程 X = (Xt : t ∈ I) 可视为取值于

(EI ,E I) 的随机变量.

1.1.4 左极右连修正和实现

设 t 7→ X(t) 是定义在某个集合 D ⊂ [0,∞) 上的实数值函数. 给定 a < b ∈ R, 我
们定义该函数对区间 [a, b] 的 上穿次数如下:

UXD [a, b] = sup
{
k ⩾ 0 : 存在 s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < sk < tk ∈ D

使对 1 ⩽ i ⩽ k 有 X(si) ⩽ a 和 X(ti) ⩾ b
}
. (1.1.2)

令 Q 表示有理数集.
引理 1.1.3 设 D 在 [0,∞) 中稠密, 则函数 t 7→ X(t) 在 [0,∞) 上每点处沿 D

的左右极限存在当且仅当对任意的 K > 0 和 a < b ∈ Q 该函数在 DK := D ∩ [0,K] 上

有界且上穿次数 UXDK
[a, b] 有限.
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证明 假若 t 7→ X(t) 在某点 t0 ⩾ 0 处的右极限不存在, 则有 lim sup
D∋t⇊t0

|X(t)| = ∞

或者 lim inf
D∋t⇊t0

X(t) < lim sup
D∋t⇊t0

X(t), 其中 t ⇊ t0 表示 t > t0 且 t ↓ t0. 在第一种情况下, 令

K = t0 + 1, 则显然 t 7→ X(t) 在 DK 上无界. 在第二种情况下, 可取 a, b ∈ Q 满足

lim inf
D∋t⇊t0

X(t) < a < b < lim sup
D∋t⇊t0

X(t).

此时令 K = t0 + 1, 则有 UXDK
[a, b] = ∞. 类似地, 假若 t 7→ X(t) 在某点 t0 > 0 处的左

极限不存在, 令 K = t0, 则可推出 t 7→ X(t) 在 DK 上无界或者 UXDK
[a, b] = ∞. 根据上

面的推导和反证法可知, 若对任意的 K > 0 和 a < b ∈ Q 函数 t 7→ X(t) 在 DK 上有

界且 UXDK
[a, b] 有限, 则该函数在 [0,∞) 上每点处沿 D 的左右极限存在. 反之, 假设对

K > 0 和 a < b ∈ Q 函数 t 7→ X(t) 在 DK 上无界或者 UXDK
[a, b] 无限. 在第一种情况

下, 对每个 n ⩾ 1 可取 tn ∈ DK 使得 |X(tn)| ⩾ n, 再取子列 {tnk
} ⊂ {tn} 使当 k → ∞

时 tnk
→ 某个 t0 ∈ [0,K]. 此时显然 t 7→ X(t) 在 t0 处沿 D 的左极限或右极限不存在.

在第二种情况下, 有 UXDK
[a, b] = ∞. 此时可取 [0,K] 的递降区间套 I1 ⊃ I2 ⊃ · · · 使对

每个 n ⩾ 1 有 |In+1| = |In|/2 且 UXD∩In [a, b] = ∞, 其中 |In| 表示区间 In 的长度. 根

据区间套原理, 存在唯一的点 t0 ∈
∞⋂
n=1

In ⊂ [0,K]. 显然 t 7→ X(t) 在 t0 处沿 D 的左

极限或右极限不存在. 再根据反证法可知, 若函数 t 7→ X(t) 在 [0,∞) 上每点处沿 D 的

左右极限存在, 则对任意的 K > 0 和 a < b ∈ Q 该函数在 DK := D ∩ [0,K] 上有界且

UXDK
[a, b] 有限. □

定理 1.1.4 状态空间 Rd 上的随机过程 (Xt : t ⩾ 0) 有左极右连的修正当且仅

当它有左极右连的实现.

证明 显然, 若 (Xt : t ⩾ 0)有左极右连的修正, 它必然有左极右连的实现. 下面假
定 (Xt : t ⩾ 0) 有左极右连的实现 (ξt : t ⩾ 0), 我们来证明 (Xt : t ⩾ 0) 有左极右连的修

正. 显然, 我们只需考虑 d = 1 的情况. 取 R+ 的一个可数稠子集 D = {r1, r2, · · · } 并对

n ⩾ 1 记 Dn = {r1, r2, · · · , rn}. 对于 K > 0 记 DK = D ∩ [0, a] 和 Dn
K = Dn ∩ [0,K].

注意

P
{

sup
t∈DK

|Xt| = ∞
}
= lim

k→∞
P
{

sup
t∈DK

|Xt| > k
}

= lim
k→∞

lim
n→∞

P
{

sup
t∈Dn

K

|Xt| > k
}
.

显然, 将 Xt 替换为 ξt 上面的等式仍然成立. 由于 (Xt : t ⩾ 0) 和 (ξt : t ⩾ 0) 互为实现,
有限维随机向量 (Xt : t ∈ Dn

K) 和 (ξt : t ∈ Dn
K) 同分布. 又因为 (ξt : t ⩾ 0) 左极右连,

由上式得

P
{

sup
t∈DK

|Xt| <∞
}
= 1− lim

k→∞
lim
n→∞

P
{

sup
t∈Dn

K

|ξt| > k
}
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= 1− P
{

sup
t∈DK

|ξt| = ∞
}
= 1, (1.1.3)

其中最后的等式用到了引理 1.1.3. 另一方面, 由 (1.1.2) 式不难看出, 对于任意的 a <

b ∈ R 有 UXDn
K
[a, b]

d
= UξDn

K
[a, b], 进而

UXDK
[a, b] = lim

n→∞
UXDn

K
[a, b]

d
= lim
n→∞

UξDn
K
[a, b] = UξDK

[a, b].

再因为 (ξt : t ⩾ 0) 左极右连, 根据引理 1.1.3 有

P
{
UXDK

[a, b] <∞
}
= P

{
UξDK

[a, b] <∞
}
= 1. (1.1.4)

现在令

Ω∞ =

∞⋂
K=1

({
sup
t∈DK

|Xt| <∞
}
∩ΩK

)
,

其中

ΩK =
⋂

a,b∈Q,a<b

{
UXDK

[a, b] <∞
}
.

根据 (1.1.3) 式和 (1.1.4) 式有 P(Ω∞) = 1. 再由引理 1.1.3 知对 ω ∈ Ω∞ 和 t ⩾ 0 极限

Yt(ω) := lim
D∋s→t+

Xs(ω) 存在, 而对 ω ∈ Ω∞ 和 t > 0 极限 Zt(ω) := lim
D∋s→t−

Xs(ω) 存

在. 取定 x0 ∈ R, 对所有 t ⩾ 0 和 ω ∈ Ω \Ω∞ 令 Yt(ω) = x0. 显然 (Yt : t ⩾ 0) 是左极

右连过程且对 t > 0 有 Yt− = Zt. 因为 (Xt : t ⩾ 0) 有左极右连的实现, 它必然随机右
连续, 故对任何 t ⩾ 0 可取 {sn} ⊆ D 满足 sn ↓ t 且几乎必然 Xt = lim

n→∞
Xsn . 因此几乎

必然有 Yt = Xt, 即 (Yt : t ⩾ 0) 是 (Xt : t ⩾ 0) 的修正. □

定理 1.1.4 可以推广到状态空间为完备可分度量空间的随机过程, 详见 [24, p.415,
Theorem A.7]. 该定理建立了随机过程的左极右连实现和左极右连修正的存在性的等价
关系. 尽管这是一个颇为基本的结果, 我们没有在更早的文献中找到对其明确的阐述.

练习题

1. 设 (Xt : t ⩾ 0) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的随机过程. 证明对于任意的
s, t ⩾ 0 和 ε > 0 有 {ρ(Xs, Xt) ⩾ ε} ∈ F .

2. 令 DX = {µXJ : J ∈ s(I)} 是状态空间 E = Rd 上的随机过程 (Xt : t ∈

I) 的有限维分布族. 任取 (s1, s2) ∈ s(I) 和 J = (t1, t2, · · · , tn) ∈ s(I). 记 K1 =

(s1, s2, t1, t2, · · · , tn) ∈ s(I) 和 K2 = (s2, s1, t1, t2, · · · , tn) ∈ s(I). 证明: 对于 A1, A2 ∈

E 和 B ∈ E n, 有

µXK1
(A1 ×A2 ×B) = µXK2

(A2 ×A1 ×B)
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和

µXK1
(E × E ×B) = µXK2

(E × E ×B) = µXJ (B).

3. 证明例 1.1.4 中定义的随机过程 (Nt : t ⩾ 0) 和 (Xt : t ⩾ 0) 互为修正, 但不是
无区别的.

提示: 利用强大数定律证明几乎必然地有 lim
n→∞

Sn = ∞. 所以 Nt 和 Xt 的表达式

实际上都是有限和.
4. 证明例 1.1.4 中定义的随机过程 (Nt : t ⩾ 0) 和 (Xt : t ⩾ 0) 随机连续.
5. 设 (Ω,F ,P) 为完备概率空间. 证明 (Ω,F ,P) 上的随机过程无区别当且仅当

P(Xt = Yt 对一切 t ∈ I 成立 ) = 1.
6. 设 {(X1

t , X
2
t , · · · , Xd

t ) : t ⩾ 0} 是 d 维随机过程. 证明: 若对于 1 ⩽ i ⩽ d 每个

(Xi
t : t ⩾ 0) 有修正 (ξit : t ⩾ 0), 则 {(ξ1t , ξ2t , · · · , ξdt ) : t ⩾ 0} 是 {(X1

t , X
2
t , · · · , Xd

t ) : t ⩾
0} 的修正.

1.2 随机游动

随机游动是最简单和最早被研究的随机过程之一. 设 {ξn : n ⩾ 1} 是独立同分布 d

维随机变量序列, 而 X0 是与之独立的另一个 d 维随机变量. 令

Xn = X0 +

n∑
i=1

ξi, n ⩾ 1, (1.2.1)

称 (Xn : n ⩾ 0) 为 d 维随机游动, 并称 {ξn : n ⩾ 1} 为其步长列.
例 1.2.1 令 (Xn : n ⩾ 0) 是 (1.2.1) 式定义的 d 维随机游动, 并记 Xn = (X1

n,

X2
n, · · · , Xd

n). 对于正整数 d1 ⩽ d 令 Yn = (X1
n, X

2
n, · · · , Xd1

n ), 则 (Yn : n ⩾ 0) 是 d1 维

随机游动.
在很多时候,我们假定 X0 和 {ξn : n ⩾ 1}都是取值于 d维整数格点空间 Zd 的随机

变量. 此时,随机游动 (Xn : n ⩾ 0)的状态空间可取为 Zd. 特别地,若有 P(|ξi| = 1) = 1,
则称 (Xn : n ⩾ 0) 为 d 维简单随机游动. 令 v1, v2, · · · , vd 为 Zd 中的 d 个单位向量. 若
P(ξ1 = ±vk) = 1/2d, k = 1, 2, · · · , d, 则称 (Xn : n ⩾ 0) 为 d 维对称简单随机游动.

例 1.2.2 令 (Sn : n ⩾ 0) 为从原点出发的 d 维对称简单随机游动. 注意, 该游动
只可能在偶数步以严格正概率返回原点. 特别地, 当 d = 1 时, 若由原点出发的游动在
第 2n 步返回该点, 则它必有 n 步向左而另外 n 步向右运动. 所以

P(S2n = 0) =
1

22n

(
2n

n

)
=

1

22n
(2n)!

(n!)2
.
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当 d = 2 时, 若由原点出发的游动在第 2n 步返回该点, 则必存在 0 ⩽ k ⩽ n 使游动的

运动为 k 步向上, k 步向下, n− k 步向左, n− k 步向右. 因此, 利用二项分布的卷积公
式有

P(S2n = 0) =
1

42n

n∑
k=0

(2n)!

(k!)2[(n− k)!]2
=

1

42n
(2n)!

(n!)2

n∑
k=0

CnkCnn−k

=
1

42n
(2n)!

(n!)2
C2n
n =

1

42n

(
(2n)!

(n!)2

)2

.

当 d = 3 时, 与上面的分析类似地有

P(S2n = 0) =
1

62n

∑
i+j+k=n

(2n)!

(i!j!k!)2
=

1

62n
(2n)!

(n!)2

∑
i+j+k=n

(
n!

i!j!k!

)2

=
1

22n
(2n)!

(n!)2

∑
i+j+k=n

(
1

3n
n!

i!j!k!

)2

.

当 d ⩾ 4 时, P(S2n = 0) 也有类似的表达式.

1.2.1 轨道的无界性

为了方便讨论, 我们考虑 Z 上的简单随机游动 (Sn : n ⩾ 0). 其构造如下: 设
{ξn : n ⩾ 1} 为独立同分布的随机变量序列, 且有

P(ξn = 1) = p, P(ξn = −1) = q, (1.2.2)

其中 p, q ⩾ 0 且 p+ q = 1. 令 S0 为取值于 Z 且与 {ξn : n ⩾ 1} 独立的随机变量, 再令

Sn = S0 +

n∑
k=1

ξk, n ⩾ 1, (1.2.3)

则 (Sn : n ⩾ 0) 是 Z 上的简单随机游动.
命题 1.2.1 简单随机游动 (Sn : n ⩾ 0) 的轨道是几乎必然无界的, 即

P
{

sup
n⩾0

|Sn| = ∞
}
= 1. (1.2.4)

证明 (1) 考虑 p = q = 1/2 的情况. 此时 (Sn) 是对称简单随机游动. 不妨设
S0 = 0. 这样, 对任意的 M,k ⩾ 1 有

P
{

sup
n⩾0

|Sn| ⩽M
}
⩽ P{|Sk| ⩽M} = P

{∣∣∣∣ Sk√k
∣∣∣∣ ⩽ M√

k

}
. (1.2.5)
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根据假设条件, 对每个 i ⩾ 1 有 Eξi = 0 和 Varξi = 1. 由中心极限定理, 当 k → ∞ 时

随机变量

Sk√
k
=

1√
k

k∑
i=1

ξi

的分布弱收敛到标准正态分布. 所以当 k → ∞ 时 (1.2.5) 式右端的概率趋于零, 故其左
端的概率为零. 再由概率的次可加性知

P
{

sup
n⩾0

|Sn| <∞
}
= P

( ∞⋃
M=1

{
sup
n⩾0

|Sn| ⩽M
})

=

∞∑
M=1

P
(

sup
n⩾0

|Sn| ⩽M
)
= 0,

即 (1.2.4) 式成立.

(2)考虑 p 6= q的情况. 此时由大数定律,当 n→ ∞时几乎必然有 Sn/n→ p−q 6= 0,
故 |Sn| → ∞, 进而 (1.2.4) 式成立. □

1.2.2 首达时分布

定义 (Sn : n ⩾ 0) 到位置 x ∈ Z 的首达时 τx = inf{n ⩾ 0 : Sn = x}. 因为该游动每
步只跳跃一个单位长度, 不难看出 τx ⩾ |x− S0|, 故几乎必然地

lim
|x|→∞

τx = ∞. (1.2.6)

下面设 a ⩽ i ⩽ b ∈ Z, 并记 Pi = P(·|S0 = i). 再令

Pi = Pi(τb < τa), Qi = Pi(τa < τb),

显然有 Pa = 0 和 Qa = 1. 另外, 由命题 1.2.1 知 Pi(τa ∧ τb <∞) = 1. 因此

Pi +Qi = 1, a ⩽ i ⩽ b. (1.2.7)

令 A1 = {ξ1 = 1}. 由全概率公式,

Pi = Pi(A1)Pi+1 + Pi(Ac1)Pi−1 = pPi+1 + qPi−1,

故有

Pi+1 − Pi =
q

p
(Pi − Pi−1), a+ 1 ⩽ i ⩽ b− 1. (1.2.8)
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定理 1.2.2 (1) 当 p = q = 1/2 时, 对 a ⩽ i ⩽ b ∈ Z 有

Pi(τb < τa) =
i− a

b− a
, Pi(τa < τb) =

b− i

b− a
. (1.2.9)

(2) 当 p 6= q 时, 对 a ⩽ i ⩽ b ∈ Z 有

Pi(τb < τa) =

1−
(
q

p

)i−a
1−

(
q

p

)b−a , Pi(τa < τb) =

(
q

p

)i−a
−
(
q

p

)b−a
1−

(
q

p

)b−a . (1.2.10)

证明 (1) 当 p = q = 1/2 时, 由 (1.2.8) 式有 Pi+1 − Pi = Pi − Pi−1, 即

{Pi : i = a, a+ 1, · · · , b− 1, b}

为等差数列. 再由 Pa = 0 和 Pb = 1 得 Pi+1 − Pi = 1/(b − a). 利用 (1.2.7) 式即得
(1.2.9)式.

(2) 当 p 6= q 时, 因 Pa = 0, 由 (1.2.8) 式有

Pi − Pi−1 =
q

p
(Pi−1 − Pi−2) = · · ·

=

(
q

p

)i−1

(Pa+1 − Pa) =

(
q

p

)i−1

Pa+1.

对上式求和得

Pi =

i∑
k=a+1

(q
p

)k−a−1

Pa+1 =

i−a∑
k=1

(q
p

)k−1

Pa+1 =


1−

(
q

p

)i−a
1− q

p

Pa+1.

因 Pb = 1, 有

Pa+1 =

1− q

p

1−
(
q

p

)b−a .
再由 (1.2.7) 式即得 (1.2.10)式. □

在定理 1.2.2 的结论的基础上, 可以容易地给出从固定位置出发的简单随机游动的
首达时的分布. 这就是下面的:

推论 1.2.3 (1) 当 p ⩾ q 时, 对 a ⩽ i ⩽ b ∈ Z 有

Pi(τa <∞) =
(q
p

)i−a
, Pi(τb <∞) = 1.

(2) 当 p ⩽ q 时, 对 a ⩽ i ⩽ b ∈ Z 有

Pi(τa <∞) = 1, Pi(τb <∞) =
(p
q

)b−i
.
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证明 利用 (1.2.6) 式不难得到

Pi(τa <∞) = lim
b→∞

Pi(τa < τb), Pi(τb <∞) = lim
a→−∞

Pi(τb < τa).

再由定理 1.2.1 即得 (1). 类似地可证 (2). □

练习题

1. 设 (Xn : n ⩾ 0) 是简单随机游动. 证明 (−Xn : n ⩾ 0) 也是简单随机游动.
2. 设 {(Xn, Yn) : n ⩾ 0} 是二维随机游动. 证明 (Xn : n ⩾ 0) 和 (Yn : n ⩾ 0) 都是

一维随机游动.
3. 设 (Sn) 是由 (1.2.3) 式定义的一维简单随机游动.
(1) 证明对任意的 n ⩾ 0 和 {i0, i1, · · · , in, j} ⊆ Z 有

P(Xn+1 = j|Xk = ik : 0 ⩽ k ⩽ n) = p1{j=in+1} + q1{j=in−1}.

(2) 说明上面的条件概率与 P(Xn+1 = j|Xn = in) 的关系并解释其原因.
4. 令 (Xn)是由 (1.2.1)式定义的 d维随机游动,其中序列 {ξn}满足 P(|ξi| ⩾ 1) > 0.

证明:

P
{

sup
n⩾0

|Xn| = ∞
}
= 1.

5. 令 (Sn) 是一维对称简单随机游动. 证明对于任何 a ∈ Z 该游动首次到达 a 的

时刻 τa 几乎必然有限.

1.3 布朗运动

布朗运动是英国植物学家布朗 (Robert Brown) 发现的一种自然现象. 布朗 1827
年发现漂浮在液体表面的花粉颗粒会无序地运动. 爱因斯坦 (Albert Einstein) 在 1905
年发表的论文 [11] 中指出, 花粉的运动是因为液体分子在各个方向撞击它们的缘故. 爱
因斯坦还计算出了布朗运动增量的分布. 后来维纳 (Norbert Wiener) 在 1923 年的论
文 [36] 中证明这种随机过程可以在连续轨道上实现, 因此布朗运动也称为维纳过程.

1.3.1 背景和定义

定义 1.3.1 假定 σ2 ⩾ 0 为常数. 称具有连续轨道的实值过程 (Bt : t ⩾ 0) 是以

σ2 为参数的 (一维) 布朗运动, 是指它具有下面两个性质:
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(1) 对任何 0 ⩽ s ⩽ t, 增量 Bt −Bs 服从高斯分布 N(0, σ2(t− s)), 即

Eeiθ(Bt−Bs) = e−σ
2(t−s)θ2/2, θ ∈ R;

(2) 对任何 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn, 随机变量 Bt0 , Bt1 − Bt0 , · · · , Btn − Btn−1 相互

独立.
特别地, 当 σ2 = 1 时称 (Bt : t ⩾ 0) 为标准布朗运动.
有限维分布为正态分布的随机过程称为正态过程. 根据定义 1.3.1, 若 B0 服从正态

分布, 则布朗运动 (Bt : t ⩾ 0) 是高斯过程. 显然, 若 (Bt : t ⩾ 0) 是以 σ2 为参数的布朗

运动, 则 (−Bt : t ⩾ 0) 也是以 σ2 为参数的布朗运动. 布朗运动描述了微观粒子在理想
介质中随机运动的速度随时间的变化情况. 下面的例子通过变尺度极限给出了该模型的
直观解释.

例 1.3.1 设 {ξk : k ⩾ 1} 是独立同分布的零均值平方可积随机变量序列且 σ2 :=

Var(ξk) > 0. 记 X(0) = 0 和

X(n) =

n∑
k=1

ξk, n ⩾ 1,

则 {X(n) : n ⩾ 0} 是一个随机游动. 这里 ξk 可以解释为粒子由于介质分子的第 k 次撞

击所产生的速度的增量, 而 X(n) 代表粒子在受到介质分子的 n 次撞击后的速度. 通常
相对于粒子而言介质分子的质量非常小,而单位时间内粒子受到介质分子撞击的次数非
常多. 为了近似这种情况, 我们考虑变尺度过程:

Xn(t) =
1√
n
X(bntc), t ⩾ 0, (1.3.1)

其中 bxc 表示不超过 x ∈ R 的最大整数, 则 {Xn(t) : t ⩾ 0} 为连续时间随机过程. 对于
t > s ⩾ 0 有

Xn(t)−Xn(s) =
1√
n

[
X(bntc)−X(bnsc)

]
=

1√
n

[ ⌊nt⌋∑
k=⌊ns⌋+1

ξk

]
= an(s, t)Zn(s, t),

其中

an(s, t) =
σ√
n

√
bntc − bnsc,

而

Zn(s, t) =
1

σ
√
bntc − bnsc

⌊nt⌋∑
k=⌊ns⌋+1

ξk.
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这里 Zn(s, t)是 bntc−bnsc个独立同分布随机变量的标准化部分和,其中 bntc−bnsc ⩾
(t− s)/n− 1. 根据林德伯格中心极限定理, 当 n→ ∞ 时 Zn(s, t) 依分布收敛到标准正

态随机变量. 又因为

lim
n→∞

an(s, t) = σ
√
t− s,

易知 Xn(t) −Xn(s) 的分布弱收敛到正态分布 N(0, σ2(t − s)). 另外, 对任何 0 ⩽ t0 <

t1 < · · · < tn,利用 (1.3.1)式可以证明随机变量 Xn(t0), Xn(t1)−Xn(t0), · · · , Xn(tn)−

Xn(tn−1) 相互独立. 据此不难证明 {Xn(t) : t ⩾ 0} 的任何有限维分布弱收敛到从原点

出发的以 σ2 为参数的一维布朗运动的相应的有限维分布. 所以布朗运动近似地描述了
粒子在介质中随机运动的速度的变化情况.

1.3.2 布朗运动的构造

在本小节中, 我们利用随机插值法给出布朗运动的严格构造, 说明前面定义的布朗
运动在数学上是存在的. 注意, 若 (Bt : t ⩾ 0) 是从原点出发的标准布朗运动, 对 σ ⩾ 0

和 x ∈ R 记 Xt = x + σBt, 则 (Xt : t ⩾ 0) 就是从 x 出发且以 σ2 为参数的布朗运动.
因此, 我们只需讨论从原点出发的标准布朗运动的构造. 显然, 后者可以容易地转化为
以 [0, 1] 为时间集的标准布朗运动的构造问题.

对 n ⩾ 0 令 In 为 0 和 2n 之间的奇数构成的集合. 例如 I0 = I1 = {1}, I2 = {1, 3},

I3 = {1, 3, 5, 7}. 再令 Cn = {k/2n : k = 0, 1, · · · , 2n}. 则对 n ⩾ 1 有 Cn−1 ⊆ Cn. 记

C =

∞⋃
n=0

Cn.

设 ξn,k, n ⩾ 0, k ⩾ 1 是定义在某个概率空间 (Ω,F ,P) 上的可数个独立同分布标
准正态随机变量. 对 n ⩾ 0 令 B(0) = 0. 再令 B0(1) = ξ0,1. 设 {B(s) : s ∈ Cn−1} 已给

定. 注意对 k ∈ In 有 (k ± 1)/2n ∈ Cn−1. 令

B
( k
2n

)
=

1

2

[
B
(k − 1

2n

)
+B

(k + 1

2n

)]
+

ξn,k
2(n+1)/2

. (1.3.2)

这样, 就归纳地定义了零均值的正态过程 {B(s) : s ∈ C}.
引理 1.3.1 对任何 n ⩾ 0, 离散时间正态过程 {B(s) : s ∈ Cn} 的单步增量

B
( k
2n

)
−B

(k − 1

2n

)
, k = 1, 2, · · · , 2n (1.3.3)

是独立同分布的零均值正态随机变量且有方差 1/2n.

证明 显然, 欲证结论对离散时间正态过程 {B(s) : s ∈ C0} = {B(0), B(1)} 成立.
假设正态过程 {B(s) : s ∈ Cn−1} 的单步增量是独立同分布的零均值正态随机变量且有

方差 1/2n−1. 对任何 k ∈ In 由 (1.3.2) 式有

B
( k
2n

)
−B

(k − 1

2n

)
=

1

2

[
B
(k + 1

2n

)
−B

(k − 1

2n

)]
+

ξn,k
2(n+1)/2

(1.3.4)
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和

B
(k + 1

2n

)
−B

( k
2n

)
=

1

2

[
B
(k + 1

2n

)
−B

(k − 1

2n

)]
− ξn,k

2(n+1)/2
. (1.3.5)

注意 (k ± 1)/2n ∈ Cn−1, 而 ξn,k 与 {B(s) : s ∈ Cn−1} 独立. 由 (1.3.4) 式, (1.3.5) 式和
归纳假设有

E
{[
B
( k
2n

)
−B

(k − 1

2n

)]2}
= E

{[
B
(k + 1

2n

)
−B

( k
2n

)]2}
=

1

22
E
{[
B
(k + 1

2n

)
−B

(k − 1

2n

)]2}
+ E

[ ξ2n,k
2n+1

]
=

1

22
1

2n−1
+

1

2n+1
=

1

2n
.

所以 B(k/2n)−B((k− 1)/2n) 和 B((k+ 1)/2n)−B(k/2n) 都是方差为 1/2n 正态随机

变量. 这就证明了 (1.3.3) 式中的增量是同分布的正态随机变量. 类似地, 有

E
{[
B
( k
2n

)
−B

(k − 1

2n

)][
B
(k + 1

2n

)
−B

( k
2n

)]}
=

1

22
E
{[
B
(k + 1

2n

)
−B

(k − 1

2n

)]2}
− E

[ ξ2n,k
2n+1

]
=

1

22
1

2n−1
− 1

2n+1
= 0,

因而 B(k/2n)−B((k− 1)/2n) 与 B((k+1)/2n)−B(k/2n) 独立. 由归纳假设不难看出,
若 j ∈ In 且 j 6= k, 则随机向量 (B(j/2n)−B((j − 1)/2n), B((j +1)/2n)−B(j/2n)) 与

(B(k/2n)−B((k − 1)/2n), B((k + 1)/2n)−B(k/2n)) 独立. 所以 (1.3.3) 式中的正态随
机变量相互独立. 根据数学归纳法, 引理结论对所有 n ⩾ 0 成立. □

现在,对每个 n ⩾ 0,基于 {B(s) : s ∈ Cn},通过线性插值可以定义随机过程 {Bn(t) :

t ∈ [0, 1]}. 令 h0,1(t) = 1. 对 n ⩾ 1 和 k ∈ In 令

hn,k(t) = 2(n−1)/2
[
1((k−1)/2n,k/2n)(t)− 1(k/2n,(k+1)/2n)(t)

]
.

再对 n ⩾ 0 和 k ∈ In 定义函数

Sn,k(t) =

∫ t

0

hn,k(s)ds, t ∈ [0, 1].

该函数的图像的非零部分由底边为 [(k − 1)/2n, (k + 1)/2n], 高度为 1/2(n+1)/2 的等腰

三角形的两个腰构成. 不难看出, 对 n ⩾ 0 和 ω ∈ Ω 有

Bn(ω, t) =

n∑
m=0

∑
k∈Im

Sm,k(t)ξm,k(ω), t ∈ [0, 1]. (1.3.6)
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引理 1.3.2 存在 Ω0 ∈ F 满足 P(Ω0) = 1 且对每个 ω ∈ Ω0 当 n → ∞ 时

{Bn(t, ω) : t ∈ [0, 1]} 一致收敛到某个连续函数 {B(t, ω) : t ∈ [0, 1]}.

证明 对 n ⩾ 0令 Xn = max
k∈In

|ξn,k|. 因为 ξn,k 服从标准正态分布, 对任何 c > 0有

P(|ξn,k| > c) =

√
2√
π

∫ ∞

c

e−x
2/2dx

⩽
√
2√
π

∫ ∞

c

x

c
e−x

2/2dx =

√
2

c
√
π

e−c
2/2,

进而

P(Xn > n) = P
( ⋃
k∈In

{|ξn,k| > n}
)

⩽ 2nP(|ξn,1| > n) ⩽ 2n
√
2

n
√
π

e−n
2/2.

所以

∞∑
n=0

P(Xn > n) < ∞. 令 Ω0 =

∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

{Xn ⩽ n}. 根据博雷尔–坎泰利引理有

P(Ω0) = 1. 显然, 对每个 ω ∈ Ω0 存在整数 k(ω) ⩾ 1 使当 n ⩾ k(ω) 时 Xn(ω) ⩽ n,
从而

∞∑
n=k(ω)

∑
i∈In

Sn,i(t)|ξn,i(ω)| ⩽
∞∑

n=k(ω)

Xn(ω)
∑
i∈In

Sn,i(t)

⩽
∞∑

n=k(ω)

n2−(n+1)/2 <∞,

其中第二个不等号成立是由于函数 Sn,i, i ∈ In 的支撑集不重叠. 所以 {Bn(t, ω) : t ∈

[0, 1]} 一致收敛到某个连续函数 {B(t, ω) : t ∈ [0, 1]}. □

对于 ω ∈ Ω \ Ω0 补充定义 B(t, ω) = 0, t ∈ [0, 1]. 这样我们就得到连续随机过程
{B(t) : t ∈ [0, 1]}.

定理 1.3.3 如上定义的连续随机过程 {B(t) : t ∈ [0, 1]}是从原点出发的标准布

朗运动.

证明 由 {B(t) : t ∈ [0, 1]} 的构造, 对于 n ⩾ 0 和 t ∈ Cn 有 B(t) = Bn(t) (a.s.).
根据引理 1.3.1 不难证明, 定义 1.3.1 中的两个性质对 Cn 中的点 s ⩽ t 和 0 ⩽ t0 < t1 <

· · · < tn成立. 对于 s ⩽ t ∈ [0, 1],显然有 sn := infCn∩[s, 1] ↓ s和 tn := infCn∩[t, 1] ↓ t.
再由 {B(t) : t ∈ [0, 1]} 的连续性有 B(s) = lim

n→∞
B(sn) 和 B(t) = lim

n→∞
B(tn) (a.s.). 根

据控制收敛定理有

Eeiθ[B(t)−B(s)] = lim
n→∞

Eeiθ[B(tn)−B(sn)] = lim
n→∞

e−(tn−sn)θ2/2 = e−(t−s)θ2/2.



1.3 布朗运动 17

所以定义 1.3.1 中的性质 (1) 对于 s ⩽ t ∈ [0, 1] 成立. 类似地, 可以证明该定义中的性
质 (2) 对于 [0, 1] 中的 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn 也成立. 所以 {B(t) : t ∈ [0, 1]} 是从原点

出发的标准布朗运动. □

定义 1.3.2 令 W = CR[0,∞) 是所有连续实值函数 w : [0,∞) → R 构成的集合,
而 W 是其上的坐标过程 {w(t) : t ⩾ 0} 生成的 σ 代数. 令 Q 为从原点出发的标准布朗

运动 (Bt : t ⩾ 0) 在 (W,W ) 上的分布, 则 {w(t) : t ⩾ 0} 是定义在概率空间 (W,W , Q)

上的从原点出发的标准布朗运动. 我们称 (W,W , Q) 为维纳空间, 而称 Q 为维纳测度.

1.3.3 几个基本性质

布朗运动属于几类重要的随机过程的交集. 特别地, 运用高斯过程的语言, 可以给
出对布朗运动的如下的刻画:

定理 1.3.4 从原点出发的零均值高斯过程 (Bt : t ⩾ 0) 是标准布朗运动当且仅

当对任意的 s, t ⩾ 0 有 E(BtBs) = t ∧ s.

证明 若 (Bt : t ⩾ 0) 是从原点出发的标准布朗运动, 易知它是中心化的高斯过
程, 且对 t ⩾ s ⩾ 0 有 E(BtBs) = E[(Bt − Bs)Bs + B2

s ] = s, 故对任意的 s, t ⩾ 0 有

E(BtBs) = t ∧ s. 反之, 假设 (Bt : t ⩾ 0) 是从原点出发的中心化连续实值高斯过程, 且
对任意的 s, t ⩾ 0 有 E(BtBs) = t ∧ s. 则对于 t > s ⩾ r ⩾ 0 有 E[(Bt − Bs)

2] = t − s

和 E[Br(Bt − Bs)] = 0, 故 Bt − Bs 服从高斯分布 N(0, t− s) 且与 Br 独立. 由此易知
(Bt : t ⩾ 0) 满足定义 1.3.1 中的两条性质. □

定理 1.3.5 设 (Bt : t ⩾ 0) 是定义在概率空间 (Ω,F ,P) 上的标准布朗运动. 对
t > r ⩾ 0 和 n ⩾ 1, 取区间 [r, t] ⊆ R+ 的划分

πn := {r = tn,0 < tn,1 < tn,2 < · · · < tn,kn = t}

使当 n → ∞ 时有 δn := max
i

|tn,i − tn,i−1| → 0. 则当 n → ∞ 时, 在 L2 收敛的意义下

有

kn∑
i=1

(Btn,i
−Btn,i−1

)2 → t− r. (1.3.7)

证明 根据正态分布的矩的计算公式, 对 t > s ⩾ 0 有

E
{
[(Bt −Bs)

2 − (t− s)]2
}
= E

[
(Bt −Bs)

4 − 2(t− s)(Bt −Bs)
2 + (t− s)2

]
= 3(t− s)2 − 2(t− s)2 + (t− s)2 = 2(t− s)2.

另外, 对 t2 > s2 ⩾ t1 > s1 ⩾ 0, 由独立增量性,

E
{
[(Bt1 −Bs1)

2 − (t1 − s1)][(Bt2 −Bs2)
2 − (t2 − s2)]

}
= 0.
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针对划分 πn 记 ∆Btn,j = Btn,j −Btn,j−1 和 ∆tn,j = tn,j − tn,j−1. 根据上面的分析, 计
算得到

E
{[ kn∑

j=1

(∆Btn,j
)2 − (t− s)

]2}
= E

{[ kn∑
j=1

(
(∆Btn,j

)2 −∆tn,j
)]2}

=

kn∑
j=1

E
{
[(∆Btn,j

)2 −∆tn,j ]
2
}

=

kn∑
j=1

2(∆tn,i)
2 ⩽ 2(t− s)δn.

因此当 n→ ∞ 时在 L2 收敛意义下有 (1.3.7) 式成立. □

推论 1.3.6 存在 Ω0 ∈ F 满足 P(Ω0) = 1 且对 ω ∈ Ω0 轨道 t 7→ Bt(ω) 在 R+

的任何长度非零的区间上都有无限变差.

证明 根据定理 1.3.5, 存在 {πn} 的某个子列, 仍然记为 {πn}, 使当 n → ∞ 时几

乎必然地有

kn∑
i=1

(Btn,i
−Btn,i−1

)2 → t− r > 0.

因 (Bt : t ⩾ 0) 连续, 使上式成立的轨道 s 7→ Bs(ω) 在 [r, t] 上有无限变差, 故可取
Ωr,t ∈ F 满足 P(Ωr,t) = 1 且对 ω ∈ Ωr,t 轨道 s 7→ Bs(ω) 在 [r, t] 上有有界无限变差.
再令

Ω0 =
⋂

r,t∈Q,0⩽r<t
Ωr,t ∈ F ,

其中 Q 表示有理数集. 则 P(Ω0) = 1 且对 ω ∈ Ω0 轨道 s 7→ Bs(ω) 在任何长度非零的

区间上都有无限变差. □

根据推论 1.3.6 易知, 几乎必然地布朗运动的轨道处处不可导.

练习题

1. 设 (Bt : t ⩾ 0)是标准布朗运动. 证明对任何 r ⩾ 0随机过程 (Bt+r−Br : t ⩾ 0)

是从 0 出发的标准布朗运动.
2. 设 (Bt : t ⩾ 0) 是从原点出发的标准布朗运动. 证明对任何 c > 0 随机过程

(cBt/c2 : t ⩾ 0) 也是从原点出发的标准布朗运动.
3. 设 (Xt : t ⩾ 0) 和 (Yt : t ⩾ 0) 是相互独立的标准布朗运动, 而 α, β ∈ R 为常数.

证明 (αXt + βYt : t ⩾ 0) 是以 α2 + β2 为参数的布朗运动.
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4. 设 (Bt : t ⩾ 0) 是从原点出发的标准布朗运动. 定义 X0 = 0 和 Xt = tB1/t. 根
据重对数率, 几乎必然有

lim sup
t→∞

B(t)√
2t ln ln t

= 1.

基于上面结论证明 (Xt : t ⩾ 0) 也是从原点出发的标准布朗运动.

1.4 泊松过程

令 (Nt : t ⩾ 0) 是参数为 α ⩾ 0 的泊松过程. 我们知道, 它是一个不降的左极右连
非负整数值随机过程, 且具有如下两个性质:

(1) 对任何 s, t ⩾ 0, 增量 Ns+t −Ns 服从参数为 αt 的泊松分布, 即

P(Ns+t −Ns = k) =
αktk

k!
e−αt, k = 0, 1, 2, · · · ; (1.4.1)

(2) 对任何 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn, 随机变量 Nt0 , Nt1 −Nt0 , · · · , Ntn −Ntn−1 相互

独立.
这里, 我们只假定 (Nt : t ⩾ 0) 具有上面两个性质, 而不要求 N0 = 0.

1.4.1 跳跃间隔时间

给定参数为 α ⩾ 0 的泊松过程 (Nt : t ⩾ 0), 记 S0 = 0 并对 n ⩾ 1 令 Sn = inf{t ⩾
0 : Nt −N0 ⩾ n} 和 ηn = Sn − Sn−1. 直观上 Sn 是 (Nt : t ⩾ 0) 的第 n 次跳跃的等待

时间, 而 ηn 是它由第 n− 1 次到第 n 次的跳跃间隔时间.
定理 1.4.1 随机变量 ηn, n ⩾ 1 相互独立且同服从参数为 α 的指数分布.

证明 首先计算随机向量 (S1, S2, · · · , Sn) 的分布. 该随机向量的状态空间为

Hn := {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : 0 < x1 < x2 < · · · < xn}.

对 0 = t0 < r1 < t1 < r2 < t2 < · · · < rn < tn, 根据独立增量性有

P
(
ri < Si ⩽ ti, i = 1, · · · , n

)
= P

(
{Nr1 −Nt0 = · · · = Nrn −Ntn−1

= 0} ∩

{Nt1 −Nr1 = · · · = Ntn−1 −Nrn−1 = 1} ∩

{Ntn −Nrn ⩾ 1}
)
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=

n∏
i=1

e−α(ri−ti−1) ·
n−1∏
i=1

α(ti − ri)e−α(ti−ri) · (1− e−α(tn−rn))

= e−α(rn−tn−1) ·
n−1∏
i=1

e−α(ti−ti−1) ·
n−1∏
i=1

α(ti − ri) · (1− e−α(tn−rn))

= e−α(rn−t0) ·
n−1∏
i=1

α(ti − ri) · (1− e−α(tn−rn))

=

n−1∏
i=1

α(ti − ri) · (e−αrn − e−αtn)

= αn−1

∫ t1

r1

dx1
∫ t2

r2

dx2 · · ·
∫ tn−1

rn−1

dxn−1

∫ tn

rn

αe−αxndxn.

所以 (S1, S2, · · · , Sn) 有联合分布密度

p(x1, x2, · · · , xn) := αne−αxn1Hn
(x1, x2, · · · , xn). (1.4.2)

对于 t1 > 0, t2 > 0, · · · , tn > 0 有

P
(
η1 > t1, η2 > t2, · · · , ηn > tn

)
= P

(
S1 > t1, S2 − S1 > t2, · · · , Sn − Sn−1 > tn

)
=

∫
{x1>t1}

dx1 · · ·
∫
{xn−1−xn−2>tn−1}

dxn−1

∫
{xn−xn−1>tn}

αne−αxndxn

=

∫
{x1>t1}

dx1 · · ·
∫
{xn−1−xn−2>tn−1}

αn−1e−αxn−1dxn−1 · e−αtn

= · · · =
n∏
i=1

e−αti ,

故 {ηn : n ⩾ 1} 是独立同分布的随机变量序列, 且服从参数 α 的指数分布. □

推论 1.4.2 随机变量 Sn 服从伽马分布 Γ (α, n).
例 1.4.1 设 (Xn : n ⩾ 0) 是 (1.2.1) 式定义的 d 维随机游动, 而 (Nt : t ⩾ 0) 是

以 α > 0 为参数的泊松过程. 称随机过程 (XNt
: t ⩾ 0) 为连续时间随机游动. 可见

(XNt
: t ⩾ 0) 的每次的跳幅与 (Xn : n ⩾ 0) 相同, 只是跳跃的间隔时间由单位时间变为

独立同分布的指数分布随机变量.

1.4.2 轨道的重构

直观上, 定理 1.4.1 中定义的随机变量 Sn 就是泊松过程的第 n 次跳跃时间, 而 ηn

为第 n − 1 次到第 n 次的跳跃间隔时间. 由该定理知 {ηn : n ⩾ 1} 是独立同分布的随

机变量序列. 利用这个分布性质, 可以重构泊松过程轨道. 这就是下面的:
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定理 1.4.3 设 {ηn : n ⩾ 1} 是独立同分布随机变量序列, 服从参数为 α > 0 的

指数分布. 令 S0 = 0 和 Sn =

n∑
i=1

ηi. 对 t ⩾ 0 令

Nt =

∞∑
n=1

1{Sn⩽t} = sup{n ⩾ 0 : Sn ⩽ t},

则随机过程 (Nt : t ⩾ 0) 是参数为 α 的泊松过程.

证明 令 Hn = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn : 0 < x1 < x2 < · · · < xn}. 对于
0 = t0 < r1 < t1 < r2 < t2 < · · · < rn < tn, 我们有

P
(
r1 < S1 ⩽ t1, r2 < S2 ⩽ t2, · · · , rn−1 < Sn−1 ⩽ tn−1, rn < Sn ⩽ tn

)
= P

(
r1 < η1 ⩽ t1, r2 < η1 + η2 ⩽ t2, · · · , rn < η1 + η2 + · · ·+ ηn ⩽ tn

)
= αn

∫
{r1<y1⩽t1}

e−αy1dy1
∫
{r2<y1+y2⩽t2}

e−αy2dy2 · · · ·∫
{rn−1<y1+y2+···+yn−1⩽tn−1}

e−αyn−1dyn−1

∫
{rn<y1+y2+···+yn⩽tn}

e−αyndyn

= αn
∫
{r1<y1⩽t1}

dy1
∫
{r2<y1+y2⩽t2}

dy2 · · · ·∫
{rn−1<y1+y2+···+yn−1⩽tn−1}

dyn−1

∫
{rn<xn⩽tn}

e−αxndxn

= αn
∫
{r1<x1⩽t1}

dx1 · · ·
∫
{rn−1<xn−1⩽tn−1}

dxn−1

∫
{rn<xn⩽tn}

e−αxndxn,

其中 xk = y1 + y2 + · · ·+ yk. 所以 (S1, S2, · · · , Sn) 有联合分布密度 (1.4.2). 这样, 对于
1 ⩽ i1 < i2 和 0 < a1 < b1 < a2 < b2 可算得

P
(
a1 < Si1 ⩽ b1, a2 < Si2 ⩽ b2

)
= αi2

∫ b1

a1

dxi1
∫ xi1

0

dxi1−1 · · ·
∫ x3

0

dx2
∫ x2

0

dx1·∫ b2

a2

e−αxi2 dxi2
∫ xi2

xi1

dxi2−1 · · ·
∫ xi1+2

xi1

dxi1+1

= αi2
∫ b1

a1

xi1−1
i1

(i1 − 1)!
dxi1

∫ b2

a2

(xi2 − xi1)
i2−i1−1

(i2 − i1 − 1)!
e−αxi2 dxi2 ,

故 (Si1 , Si2) 有联合分布密度

q(y1, y2) :=
yi1−1
1

(i1 − 1)!
· (y2 − y1)

i2−i1−1

(i2 − i1 − 1)!
· αi2e−αy21H2

(y1, y2).

对于 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < in, 类似地可算出 (Si1 , Si2 , · · · , Sin) 的联合分布密度为

q(y1, y2, · · · , yn) :=
yi1−1
1

(i1 − 1)!
· (y2 − y1)

i2−i1−1

(i2 − i1 − 1)!
· (y3 − y2)

i3−i2−1

(i3 − i2 − 1)!
· · · ·
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(yn − yn−1)
in−in−1−1

(in − in−1 − 1)!
· αine−αyn1Hn(y1, y2, · · · , yn).

现在对于 0 ⩽ t1 < t2 < · · · < tn,应用上面的联合分布密度计算Nt1 , Nt2−Nt1 , · · · , Ntn−

Ntn−1
的联合分布. 取正整数组 k1, k2, · · · , kn. 特别地, 对于 n = 2 的情况, 有

P
(
Nt1 = k1, Nt2 −Nt1 = k2

)
= P

(
Nt1 = k1, Nt2 = k1 + k2

)
= P

(
Sk1 ⩽ t1 < Sk1+1, Sk1+k2 ⩽ t2 < Sk1+k2+1

)
= αk1+k2+1

∫ t1

0

xk1−1
1

(k1 − 1)!
dx1

∫ t2

t1

dy1
∫ t2

y1

(x2 − y1)
k2−2

(k2 − 2)!
dx2

∫ ∞

t2

e−αy2dy2

= αk1+k2
∫ t1

0

xk1−1
1

(k1 − 1)!
dx1

∫ t2

t1

(t2 − y1)
k2−1

(k2 − 1)!
dy1 · e−αt2

=
αk1tk11
k1!

e−αt1 · α
k2(t2 − t1)

k2

k2!
e−α(t2−t1).

对于一般情况, 写 im = k1 + k2 + · · ·+ km, m = 1, 2, · · · , n. 我们有

P
(
Nt1 = k1, Nt2 −Nt1 = k2, · · · , Ntn −Ntn−1

= kn
)

= P
(
Nt1 = i1, Nt2 = i2, · · · , Ntn = in

)
= P

(
Si1 ⩽ t1 < Si1+1, Si2 ⩽ t2 < Si2+1, · · · , Sin ⩽ tn < Sin+1

)
= · · ·

=
αk1tk11
k1!

e−αt1 · α
k2(t2 − t1)

k2

k2!
e−α(t2−t1) · · · α

kn(tn − tn−1)
kn

kn!
e−α(tn−tn−1).

这说明 (Nt : t ⩾ 0) 是参数为 α 的泊松过程. □

泊松过程在应用中经常出现. 例如, 泊松过程的取值 Nt 常被视为某个服务系统在

t ⩾ 0 时刻前接到的服务请求的次数, 而过程的第 n 次跳跃发生的时间 Sn 可理解为第

n 次服务请求的时刻.

1.4.3 长时间极限行为

设 (Nt : t ⩾ 0) 是以 α > 0 为参数的泊松过程. 本小节中我们讨论 (Nt : t ⩾ 0) 的

长时间极限行为. 下面的定理给出了 Nt 的强大数定律和中心极限定理.
定理 1.4.4（强大数定律） 当 t→ ∞ 时几乎必然地有 Nt/t→ α.

证明 记 ξk := Nk − Nk−1, 则 {ξk} 是独立同分布随机变量序列且服从参数为 α

的泊松分布. 注意 Nn =

n∑
k=1

ξk 且 E(ξk) = Var(ξk) = α. 根据强大数定律, 当 n → ∞
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时几乎必然地有 Nn/n→ α. 注意

btc
t

N⌊t⌋

btc
⩽ Nt

t
⩽ btc+ 1

t

N⌊t⌋+1

btc+ 1
.

显然

lim
t→∞

btc
t

= lim
t→∞

btc+ 1

t
= 1.

故当 t→ ∞ 时几乎必然地有 Nt/t→ α. □

定理 1.4.5（中心极限定理） 对于任何 x ∈ R, 当 t→ ∞ 时有

P
(Nαt − αt√

αt
⩽ x

)
→ Φ(x) :=

1√
2π

∫ x

−∞
e−y

2/2dy. (1.4.3)

证明 令 {ξk} 如定理 1.4.4 的证明中所定义. 根据中心极限定理, 当 n→ ∞ 时有

P
(Nn − αn√

αn
⩽ x

)
→ Φ(x). (1.4.4)

注意

Nt − αt√
αt

=
Nt −Nt−⌊t⌋ − αbtc

√
αt

+
Nt−⌊t⌋ − α(t− btc)

√
αt

,

其中 Nt −Nt−⌊t⌋ 与 N⌊t⌋ 同分布. 故由 (1.4.4) 式知当 t→ ∞ 时有

P
(Nt −Nt−⌊t⌋ − αbtc√

αbtc
⩽ x

)
= P

(N⌊t⌋ − αbtc√
αbtc

⩽ x
)
→ Φ(x),

进而

P
(Nt −Nt−⌊t⌋ − αbtc

√
αt

⩽ x
)
→ Φ(x).

再注意 ∣∣∣Nt−⌊t⌋ − α(t− btc)
√
αt

∣∣∣ ⩽ N1 + α√
αt

a.s.→ 0, t→ ∞.

所以 (1.4.3) 式成立. □

推论 1.4.6 对于任何 s, x > 0, 当 λ→ ∞ 时有

e−λs
∑
k⩽λx

(λs)k

k!
→ 1{0<s<x} +

1

2
1{s=x}.

证明 设 (Nt : t ⩾ 0) 是以 1 为参数的泊松过程. 则欲证结果等价于, 当 λ → ∞

时有

P(Nλs ⩽ λx) = P
(
Nλs − λs√

λs
⩽

√
λ(x− s)√

s

)
→ 1{0⩽s<x} +

1

2
1{s=x}.

由定理 1.4.5 知上式成立. □
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定理 1.4.7 设非负随机变量 ξ 有拉普拉斯变换 L, 则对任何 x > 0 有

lim
λ→∞

∑
k⩽λx

(−λ)k

k!

dk
dλkL(λ) = P(ξ < x) +

1

2
P(ξ = x). (1.4.5)

证明 用 F 表示 ξ 的分布函数, 则对 λ > 0 有

∑
k⩽λx

(−λ)k

k!

dk
dλkL(λ) =

∑
k⩽λx

(−λ)k

k!

∫ ∞

0

(−y)ke−λydF (y)

=

∫ ∞

0

[
e−λy

∑
k⩽λx

(λy)k

k!

]
dF (y).

根据推论 1.4.6, 并应用有界收敛定理即得欲证结果. □

我们称 (1.4.5) 式为非负随机变量的拉普拉斯变换的反演公式. 不难看出, 根据此
公式可以由拉普拉斯变换唯一地确定其相应的概率分布函数.

1.4.4 复合泊松过程

令 µ 是 R 上的概率测度且 µ({0}) = 0. 设 (Nt : t ⩾ 0) 是以 α ⩾ 0 为参数的零初

值泊松过程, 而 {ξn : n ⩾ 1} 是与之独立的随机变量序列且有相同的分布 µ. 再设 X0

是与 (Nt) 和 {ξn} 独立的随机变量. 令

Xt = X0 +

Nt∑
n=1

ξn, t ⩾ 0. (1.4.6)

我们称 (Xt : t ⩾ 0) 是以 α 为跳跃速率以 µ 为跳跃分布的复合泊松过程.
形象地说, 复合泊松过程是泊松过程与具有一般步长的随机游动的复合, 它的跳跃

时间由某个泊松过程给出, 而跳跃幅度是独立同分布的随机变量.
定理 1.4.8 设 (Xt : t ⩾ 0) 是由 (1.4.6) 式定义的以 α 为跳跃速率以 µ 为跳跃

分布的复合泊松过程. 则下面的性质成立:
(1) 对任意的 s, t ⩾ 0 和 θ ∈ R 有

Eeiθ(Xs+t−Xs) = exp
{
t

∫
R
(eiθx − 1)µ(dx)

}
; (1.4.7)

(2) 对任何 0 ⩽ t0 < t1 < · · · < tn, 随机变量 Xt0 , Xt1 −Xt0 , · · · , Xtn −Xtn−1 相互

独立.

证明 根据全期望公式, 并利用 (Nt : t ⩾ 0) 与 {ξn : n ⩾ 1} 的独立性, 对于任意
的 s ⩾ 0 和 θ1, θ2, · · · , θn ∈ R 有

E exp
{

i
n∑
j=1

θjξNs+j

}
=

∞∑
k=0

P(Ns = k)E
(

exp
{

i
n∑
j=1

θjξk+j

}∣∣∣Ns = k

)
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=

∞∑
k=0

P(Ns = k)E
(

exp
{

i
n∑
j=1

θjξk+j

})

=

∞∑
k=0

P(Ns = k)

n∏
j=1

∫
R

eiθjxµ(dx)

=

n∏
j=1

∫
R

eiθjxµ(dx),

所以 {ξNs+n : n ⩾ 1} 是独立同分布随机变量序列且有分布 µ. 再由 (1.4.6) 式有

Xs+t −Xs =

Ns+t−Ns∑
n=1

ξNs+n. (1.4.8)

易知 (Ns+t − Ns : t ⩾ 0) 是以 α ⩾ 0 为参数的零初值泊松过程, 且与 {ξNs+n : n ⩾ 1}

独立. 因此, 在 Ns+t −Ns = k 条件下, 上式右边为 k 个以 µ 为分布的独立同分布随机

变量之和. 再根据全期望公式有

Eeiθ(Xs+t−Xs) = E exp
{

iθ
Ns+t−Ns∑
n=1

ξNs+n

}
= e−αt

∞∑
k=0

(αt)k

k!

[ ∫
R

eiθxµ(dx)
]k

= exp
{
t

∫
R
(eiθx − 1)µ(dx)

}
.

即 (1.4.7) 式成立. 对任何 0 ⩽ t0 < t1 < t2 < · · · < tn 及实数 θ1, θ2, · · · , θn, 利用形如
(1.4.8) 式的表达可以得到

E exp
{

i
n∑
k=1

θk(Xtk −Xtk−1
)
}
=

n∏
k=1

E exp
{

iθk(Xtk −Xtk−1
)
}
.

由随机向量的特征函数的性质知 Xt1 −Xt0 , Xt2 −Xt1 , · · · , Xtn −Xtn−1 相互独立. 显
然这些随机变量与 Xt0 = X0 = ξ0 独立. □

例 1.4.2 在某保险公司的理赔业务中, 申请赔偿的顾客按照参数为 α > 0 的零

初值泊松过程 (Nt : t ⩾ 0) 到达, 而顾客申请赔偿的金额由独立同分布的非负随机变量
序列 {ξn : n ⩾ 0} 给出. 这样, 在时间段 (0, t] 到来的顾客申请赔偿金额的总和 Xt 就由

(1.4.6) 式给出, 而 (Xt : t ⩾ 0) 是一个复合泊松过程. 则对任何 x ⩾ 0 有

P(Xt ⩾ x) = e−αt
∞∑
k=0

(αt)k

k!
µ∗k[x,∞),

其中 µ ∗k 表示 µ 的 k 重卷积. 对于足够小的概率值 p (0 < p < 1), 由上式可确定出最
小的 x = xt(p) ⩾ 0 使得 P(Xt ⩾ x) ⩽ p. 这样只要准备额度为 xt(p) 的预备金, 在时间
段 (0, t] 出现赔偿金不足的概率就不会超过 p.
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例 1.4.3 考虑某个服务站的工作情况. 设其顾客按照参数为 α > 0 的零初值泊

松过程 (Nt : t ⩾ 0) 到达, 而顾客所需服务的工作量由独立同分布的非负随机变量序
列 {ξn : n ⩾ 0} 给出. 令 (Xt : t ⩾ 0) 是由 (1.4.6) 式定义的复合泊松过程, 则 Xt 表

示在时间段 (0, t] 到来的顾客所需服务工作量的总和. 设服务站的工作效率为 β > 0,
则其在时间段 (0, t] 能够提供的最大服务量为 βt. 记 Yt = Xt − βt. 考虑到在等待顾
客数量清零时服务器不提供服务,可以发现 t时刻等待的顾客所需服务的工作总量应为

Zt = Yt − inf
0⩽s⩽t

Ys.

练习题

1. 设 (N(t) : t ⩾ 0) 是参数为 λ > 0 的泊松过程. 对 t > s > 0 求条件概率

P(N(s) = k|N(t) = n).

2. 设 (Nt : t ⩾ 0) 是从零出发参数为 α > 0 的泊松过程. 对 n ⩾ 1 令 Sn =

inf{t ⩾ 0 : Nt ⩾ n} 是 (Nt : t ⩾ 0) 的第 n 次跳跃的等待时间. 证明对于 t > 0 在给定

{N(t) = n} 之下 (S1, S2, · · · , Sn) 的联合条件概率分布密度为

f(x1, x2, · · · , xn) =

 n!/tn, 0 < x1 < x2 < · · · < xn,

0, 其他.

3. 对 t > 0令 (X1, X2, · · · , Xn)是服从均匀分布 U(0, t)的独立随机变量序列. 再令
(Z1, Z2, · · · , Zn)是 (X1, X2, · · · , Xn)的由小到大排列的顺序统计量. 证明 (Z1, Z2, · · · ,

Zn) 具有上题中给出的概率分布密度.

4. 设 (Xt : t ⩾ 0) 和 (Yt : t ⩾ 0) 分别是以 α > 0 和 β > 0 为参数的泊松过程且二

者相互独立. 证明 (Xt + Yt : t ⩾ 0) 是以 α+ β 为参数的泊松过程.

5. 设 (Xn : n ⩾ 0) 是离散时间一维随机游动, 而 (XNt
: t ⩾ 0) 是例 1.4.1 中定义

的连续时间随机游动. 分别讨论二者的长时间极限行为.

1.5 泊松随机测度

1.5.1 定义和存在性

考虑可测空间 (E,E ). 为具体起见, 我们假定 (E,E ) 是某个有限维欧氏空间的博

雷尔可测子空间, 即 E ∈ Bd (d ⩾ 1) 且 E = E ∩ Bd. 设 µ 为 (E,E ) 上的 σ 有限测度.
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定义 1.5.1 称取值于 {0, 1, 2, · · · ,∞} 的随机变量族 X = {X(B) : B ∈ E } 是以

µ 为强度的整数值随机测度, 是指它满足下列条件:
(1) 若 B ∈ E 满足 µ(B) <∞, 则 E[X(B)] = µ(B);
(2) 若 B1, B2, · · · ∈ E 两两不相交, 则

X
( ∞⋃
k=1

Bk

)
=

∞∑
k=1

X(Bk). (1.5.1)

定义 1.5.2 称 (E,E ) 上的以 µ 为强度的整数值随机测度是泊松随机测度, 是指
它满足下列条件:

(1) 若 B ∈ E 满足 µ(B) <∞, 则 X(B) 服从参数为 µ(B) 的泊松分布, 即

P(X(B) = k) =
µ(B)k

k!
e−µ(B), k = 0, 1, 2, · · · ;

(2) 若 B1, B2, · · · , Bn ∈ E 两两不相交, 则 X(B1), X(B2), · · · , X(Bn) 相互独立.
根据泊松分布的性质, 若 X 是以 µ 为强度的泊松随机测度且 B ∈ E 满足 µ(B) <

∞, 则有

E[X(B)] = µ(B), Var[X(B)] = µ(B). (1.5.2)

例 1.5.1 设 E = {1, 2}, 而 µ 为 E 上的计数测度. 再设 ξ1, ξ2 和 ξ3 是独立同分

布随机变量, 且均服从参数为 1 的泊松分布. 令

X({1}) = ξ1, X({2}) = ξ2, X({1, 2}) = ξ1 + ξ3,

则 X 满足定义 1.5.2 中的性质 (1) 和 (2). 但 (1.5.1) 式不成立, 故 X 不是整数值随机

测度.
定理 1.5.1 设 X 为 (E,E )上的以 µ为强度的整数值随机测度,则 X 是泊松随

机测度的充要条件是对任意的 θ1, θ2, · · · , θn ∈ R 和两两不相交的 B1, B2, · · · , Bn ∈ E

当 µ(B1) <∞, µ(B2) <∞, · · · , µ(Bn) <∞ 时有

E exp
{

i
n∑
k=1

θkX(Bk)

}
= exp

{ n∑
k=1

(eiθk − 1)µ(Bk)

}
. (1.5.3)

证明 只需注意 (1.5.3) 式成立当且仅当 X(B1), X(B2), · · · , X(Bn) 独立且分别

服从参数为 µ(B1), µ(B2), · · · , µ(Bn) 的泊松分布. □

定理 1.5.2 设 µ 为非零有限测度. 令 η 是以 µ(E) 为参数的泊松随机变量, 而
ξ1, ξ2, · · · 是取值于 (E,E ) 的随机变量且有相同的分布 µ(E)−1µ. 再设 η, ξ1, ξ2, · · · 相

互独立, 则 X :=

η∑
j=1

δξj 是以 µ 为强度的泊松随机测度.
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证明 显然 X 满足 (1.5.1)式. 根据关于 η, ξ1, ξ2, · · · 的分布和独立性的假定, 对于
θ1, θ2, · · · , θn ∈ R 和两两不交的 B1, B2, · · · , Bn ∈ E 有

E exp
{

i
n∑
k=1

θkX(Bk)

}
=

∞∑
m=0

P(η = m)E exp
{

i
m∑
j=1

n∑
k=1

θkδξj (Bk)

}

=

∞∑
m=0

e−µ(E)µ(E)m

m!
E exp

{
i
m∑
j=1

n∑
k=1

θk1Bk
(ξj)

}

=

∞∑
m=0

e−µ(E) 1

m!

[ ∫
E

exp
{

i
n∑
k=1

θk1Bk
(x)
}
µ(dx)

]m
= exp

{
− µ(E) +

∫
E

exp
{

i
n∑
k=1

θk1Bk
(x)
}
µ(dx)

}

= exp
{∫

E

(
exp

{
i
n∑
k=1

θk1Bk
(x)
}
− 1
)
µ(dx)

}

= exp
{∫

E

n∑
k=1

(eiθk − 1)1Bk
(x)µ(dx)

}

= exp
{ n∑
k=1

(eiθk − 1)µ(Bk)

}
.

由定理 1.5.1 知 X 是以 µ 为强度的泊松随机测度. □

基于定理 1.5.1 和定理 1.5.2, 显然有下面的:
定理 1.5.3 设 µ 是无限的 σ 有限测度, 而 {Ek} ⊆ E 是两两不相交集合列, 满

足
∞⋃
k=1

Ek = E 且对每个 k ⩾ 1 有 0 < µ(Ek) < ∞ 且. 令 µk 为 µ 在 Ek 上的限制, 即

对任何 B ∈ E 有 µk(B) = µ(B ∩ Ek). 令 {Xk} 为 E 上的独立泊松随机测度列, 其中

Xk 有强度 µk. 对 B ∈ E 令 X(B) =

∞∑
k=1

Xk(B). 则 X = {X(B) : B ∈ E } 是以 µ 为强

度的泊松随机测度.

1.5.2 积分和补偿的测度

设 X 为定义在某个概率空间 (Ω,F ,P) 上以 (E,E ) 上的 σ 有限测度 µ 为强度的

整数值随机测度. 由 (1.5.1) 式知映射 B 7→ X(B) 的确是 (E,E ) 上的 σ 有限测度. 因
此可以考虑 E 上的可测函数 f 相对于 X 的积分∫

E

f(x)X(dx) =
∫
E

f+(x)X(dx)−
∫
E

f−(x)X(dx),

其中 f± 分别表示 f 的正负部. 这里当然需要假定上式右端的两个积分中至少有一个
有限. 为简化记号, 我们将上面的积分记为 X(f). 特别地, 当 f 为 µ 可积函数时, 通过
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简单函数逼近的方法易证

E[X(f)] = µ(f). (1.5.4)

定理 1.5.2 给出了有限强度泊松随机测度 X 的具体构造或表示. 在这种情况下, 显然有

X(f) =

η∑
i=1

f(ξi).

更一般地, 若 X 由定理 1.5.3 给出, 则 f 相对于 X 的积分可以表示为

X(f) =

∞∑
k=1

Xk(f) =

∞∑
k=1

Xk(f
+)−

∞∑
k=1

Xk(f
−).

这里要求上式右端的级数中至少有一个有限.
定理 1.5.4 设 X 为 (E,E ) 上的以 σ 有限测度 µ 为强度的整数值随机测度, 则

X 是泊松随机测度当且仅当对 (E,E ) 上的任何 µ 可积函数 f 有

EeiX(f) = exp
{∫

E

(eif(x) − 1)µ(dx)
}
. (1.5.5)

证明 注意 |eif − 1| ⩽ |f |. 所以当 f 为 µ 可积函数时 (1.5.5) 式右边关于 µ 的

积分有限. 设 X 为以 µ 为强度的泊松随机测度. 若 B1, B2, · · · , Bn ∈ E 两两不相交且

µ(B1) < ∞, µ(B2) < ∞, · · · , µ(Bn) < ∞, 则 X(B1), X(B2), · · · , X(Bn) 相互独立且

分别服从参数为 µ(B1), µ(B2), · · · , µ(Bn) 的泊松分布. 因此对任何实数 θ1, θ2, · · · , θn

(1.5.3) 式成立. 这说明 (1.5.5) 式对于 µ 可积的简单函数 f =

n∑
k=1

θk1Bk
成立. 利用简

单函数列的逼近和控制收敛定理, 易证 (1.5.5)式对于任何 µ可积函数 f 成立. 反之, 假
设 (1.5.5) 式对任意的 µ 可积函数 f ∈ E 成立. 取 B1, B2, · · · , Bn ∈ E 两两不相交且满

足 µ(B1) <∞, µ(B2) <∞, · · · , µ(Bn) <∞. 对于 µ 可积的简单函数 f =

n∑
k=1

θk1Bk
应

用 (1.5.5) 式得 (1.5.3)式, 再由定理 1.5.1 即知 X 是以 µ 为强度的泊松随机测度. □

定理 1.5.5 设 µ是 (E,E )上的 σ有限测度,而 ϕ是由 (E,E )到可测空间 (F,F )

的可测映射, 且像测度 µ ◦ ϕ−1 也是 σ 有限测度. 若 X 是以 µ 为强度的泊松随机测度,
则像测度 X ◦ ϕ−1 是以 µ ◦ ϕ−1 为强度的泊松随机测度.

证明 注意对 (F,F ) 上的任何 µ ◦ ϕ−1 可积函数 f 有 µ ◦ ϕ−1(f) = µ(ϕ ◦ f) 和

X ◦ ϕ−1(f) = X(ϕ ◦ f), 应用定理 1.5.4 即得结论. □

给定以 σ 有限测度 µ 为强度的整数值随机测度 X, 其补偿的测度指的是随机的符
号测度 X̃ := X − µ, 而 E 上的函数 f 关于该补偿的测度的积分自然定义为 X̃(f) =

X(f)− µ(f), 该表达式对于任何 µ 可积函数 f 有意义.
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对于泊松随机测度 X, 关于其补偿的测度的积分可以做进一步的扩展. 设 f 和 f2

都关于 µ 可积. 通过简单函数逼近的方法易证

E[X(f)2] = µ(f2) + µ(f)2, E[X̃(f)2] = µ(f2).

对于一般的 µ 平方可积函数 f , 可取函数列 {fn}, 其中每个 fn 关于 µ 可积且平方

可积, 同时当 n → ∞ 时有 µ(|fn − f |2) → 0. 这样 {fn} 就是 L2(µ) 中的基本列, 即当
m,n→ ∞ 时有 µ(|fm − fn|2) → 0. 注意

E[|X̃(fm)− X̃(fn)|2] = µ(|fm − fn|2).

因此随机变量序列 {X̃(fn)} 是 L2(P) 中的基本列. 于是存在几乎必然意义下唯一的平
方可积随机变量 X̃(f) 使当 n → ∞ 时有 E[|X̃(fn) − X̃(f)|2] → 0. 我们称 X̃(f) 为 f

关于 X̃ 的积分. 由上式易得

E[X̃(f)2] = µ(f2).

1.5.3 随机测度的应用

随机测度在随机过程的研究中有很多重要的应用. 作为泊松随机测度的应用, 下面
给出复合泊松过程的另外一种构造. 设 ν 是 R 上的非零有限测度且有 ν({0}) = 0. 设
N(ds,dz) 是 (0,∞) × R 上的以 dsν(dz) 为强度的泊松随机测度, 其中 ds 表示勒贝格
测度, 而 X0 是与之独立的随机变量. 令

Xt = X0 +

∫
(0,t]

∫
R
zN(ds,dz), t ⩾ 0. (1.5.6)

记 Nt = N((0, t]×R), 由定义 1.5.2 中的性质, 易知 (Nt) 是以 α := ν(R) 为参数的泊松

过程.
命题 1.5.6 令 S = inf{t ⩾ 0 : Nt > 0} 为 (Nt) 首次跳跃的时刻, 则 (Xt) 在此

时刻的跳幅 ∆XS := XS −XS− 服从分布 µ := α−1ν.

证明 注意 S 也是 (Xt) 首次跳跃的时刻. 对 n ⩾ 1 令 τn = inf{k/2n > 0 :

Xk/2n 6= i}. 显然 {τn} 为递降的停时列, 并且 τn ⩾ S, 故 τ := lim
n→∞

τn ⩾ S. 显然, 对
任何 k/2n < τ 有 Xk/2n = i. 由轨道右连续性, 对任何 t ∈ [0, τ) 有 Xt = i. 这意味着
S ⩾ τ , 故得 S = lim

n→∞
τn. 因为 Pi(S = t) = 0, 利用控制收敛定理得

P(S ⩽ t) = P(S < t) = lim
n→∞

P(τn < t) ⩽ lim
n→∞

P(τn ⩽ t) ⩽ P(S ⩽ t).

再由过程轨道的右连续性得

E(eiθ∆XS ;S ⩽ t) = lim
n→∞

E(eiθ∆XS ; τn ⩽ t) = lim
n→∞

⌊2nt⌋∑
k=1

E(eiθZk ; τn = k/2n),
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其中 Zk = Xk/2n −X(k−1)/2n . 根据泊松随机测度的独立增量性,

E(eiθZk ; τn = k/2n)

= E(eiθ(Xk/2n−X(k−1)/2n );N(k−1)/2n = 0, Nk/2n −N(k−1)/2n ⩾ 1)

= P(N(k−1)/2n = 0)E(eiθ(Xk/2n−X(k−1)/2n );Nk/2n −N(k−1)/2n ⩾ 1)

= e−α(k−1)/2nE(eiθ(X1/2n−X0);N1/2n ⩾ 1)

= e−α(k−1)/2nE[eiθ(X1/2n−X0)(1− 1{N1/2n=0})]

= e−α(k−1)/2n
[

exp
{ 1

2n

∫
R
(eiθz − 1)ν(dz)

}
− e−α/2

n
]

= e−αk/2
n
[

exp
{ α
2n

∫
R

eiθzµ(dz)
}
− 1
]
.

回到上面的等式得

E(eiθ∆XS ;S ⩽ t) = lim
n→∞

⌊2nt⌋∑
k=1

e−αk/2
n
[

exp
{ α
2n

∫
R

eiθzµ(dz)
}
− 1
]

= lim
n→∞

e−α/2n [1− e−α⌊2nt⌋/2n ]
1− e−α/2n

[
exp

{ α
2n

∫
R

eiθzµ(dz)
}
− 1
]

= (1− e−αt)
∫
R

eiθzµ(dz).

在上式中令 t→ ∞ 即知 ∆XS 服从分布 µ. □

定理 1.5.7 由 (1.5.6) 式定义的 (Xt : t ⩾ 0) 是有跳跃速率 α 和跳跃分布 µ :=

α−1ν 的复合泊松过程.

证明 令 Sk 为 (Nt) 的第 k 次跳跃发生的时刻. 我们需要证明跳幅 ∆XSk
=

XSk
− XSk−, k = 1, 2, · · · 独立且服从相同的分布 µ. 为简单起见, 下面只证明关于前

两个跳幅的结论. 有兴趣的读者可以参考下面的论证方法自行完成一般情况的证明. 对
n ⩾ 0 令 Dn = {i/2n : i = 0, 1, 2, · · · }. 再令 τk,n = inf{t ∈ Dn : t > Sk} 为 Sk 的二分

点离散化. 显然序列 {Sk} 是严格增的. 对 t ⩾ 0 和 θ1, θ2 ∈ R, 与命题 1.5.6 的证明中类
似地有

E
(
ei(θ1∆XS1

+θ2∆XS2
);S2 ⩽ t

)
= lim
n→∞

E
(
ei(θ1∆XS1

+θ2∆XS2
); τ2,n ⩽ t

)
= lim
n→∞

⌊2nt⌋∑
k=1

k∑
j=1

E(ei(θ1Zj+θ2Zk); τ1,n = j/2n, τ2,n = k/2n), (1.5.7)

其中 Zk = Xk/2n −X(k−1)/2n . 注意

⌊2nt⌋∑
k=1

P
(
τ1,n = τ2,n = k/2n

)
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=

⌊2nt⌋∑
k=1

P
(
N(k−1)/2n = 0, Nk/2n −N(k−1)/2n ⩾ 2

)
=

⌊2nt⌋∑
k=1

e−α(k−1)/2n
(
1− e−α/2

n

− α

2n
e−α/2

n
)

⩽ 2nt
(
1− e−α/2

n

− α

2n
e−α/2

n
)
.

所以有

lim
n→∞

⌊2nt⌋∑
k=1

P
(
τ1,n = τ2,n = k/2n

)
= 0.

另一方面, 当 1 ⩽ j ⩽ k − 1 时有

E
(
ei(θ1Zj+θ2Zk); τ1,n = j/2n, τ2,n = k/2n

)
= E

(
ei(θ1Zj+θ2Zk)1{N(j−1)/2n=0}1{Nj/2n−N(j−1)/2n⩾1} ·

1{N(k−1)/2n−Nj/2n=0}1{Nk/2n−N(k−1)/2n⩾1}
)

= E
(
N(j−1)/2n = 0

)
E
(
eiθ1Zj1{Nj/2n−N(j−1)/2n⩾1}

)
·

E
(
N(k−1)/2n −Nj/2n = 0

)
E
(
eiθ2Zk)1{Nk/2n−N(k−1)/2n⩾1}

)
= e−α(k−2)/2nE

(
eiθ1Z1 ;N1/2n ⩾ 1

)
E
(
eiθ2Z1 ;N1/2n ⩾ 1

)
= e−α(k−2)/2nE

[
eiθ1Z1(1− 1{N1/2n=0})

]
E
[
eiθ2Z1(1− 1{N1/2n=0})

]
= e−α(k−2)/2n

[
exp

{ 1

2n

∫
R
(eiθ1z − 1)ν(dz)

}
− e−α/2

n
]
·[

exp
{ 1

2n

∫
R
(eiθ2z − 1)ν(dz)

}
− e−α/2

n
]

= e−αk/2
n
[

exp
{ α
2n

∫
R

eiθ1zµ(dz)
}
− 1
]
·[

exp
{ α
2n

∫
R

eiθ2zµ(dz)
}
− 1
]
.

根据上面的计算, 回到 (1.5.7) 式有

E
(
ei(θ1∆XS1

+θ2∆XS2
);S2 ⩽ t

)
= lim
n→∞

⌊2nt⌋∑
k=1

k−1∑
j=1

e−αk/2
n
[

exp
{ α
2n

∫
R

eiθ1zµ(dz)
}
− 1
]
·

[
exp

{ α
2n

∫
R

eiθ2zµ(dz)
}
− 1
]

= lim
n→∞

α2

⌊2nt⌋∑
k=1

k−1∑
j=1

e−αk/2
n 1

22n

∫
R

eiθ1zµ(dz)
∫
R

eiθ2zµ(dz)
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= lim
n→∞

α2

⌊2nt⌋∑
k=1

(k − 1)e−αk/2
n 1

22n

∫
R

eiθ1zµ(dz)
∫
R

eiθ2zµ(dz)

= α2

∫ t

0

se−αsds
∫
R

eiθ1zµ(dz)
∫
R

eiθ2zµ(dz)

=
(
1− e−αt − αte−αt

) ∫
R

eiθ1zµ(dz)
∫
R

eiθ2zµ(dz).

在上式中令 t→ ∞ 时得

E
(
ei(θ1∆XS1

+θ2∆XS2
)
)
=

∫
R

eiθ1zµ(dz)
∫
R

eiθ2zµ(dz).

所以跳幅 ∆XS1
和 ∆XS2

独立且服从相同的分布 µ. □

设 q 为 R 上的非负博雷尔可测函数, 而 µ 是 R 上的 σ 有限测度. 再设 µ({0}) = 0

且 0 < β := µ(q) <∞. 令 N(ds,dz, du) 是 (0,∞)×R× (0,∞) 上的以 dsµ(dz)du 为强
度的泊松随机测度, 而 Z0 是与之独立的随机变量. 再令

Zt = Z0 +

∫ t

0

∫
R

∫ q(z)

0

zN(ds,dz, du), t ⩾ 0. (1.5.8)

定理 1.5.8 由 (1.5.8)式定义的 (Zt : t ⩾ 0)是有跳跃速率 β和跳跃分布 β−1q(z)

µ(dz) 的复合泊松过程.

证明 令 Nq(ds,dz) 为 1{u⩽q(z)}N(ds,dz,du) 在映射 (s, z, u) 7→ (s, z) 之下的像

测度. 应用定理 1.5.5 不难证明 Nq(ds,dz) 是 (0,∞)×R 上的以 q(z)dsµ(dz) 为强度的
泊松随机测度, 而且与 Z0 独立. 由 (1.5.8) 式有

Zt = Z0 +

∫ t

0

∫
R
zNq(ds,dz), t ⩾ 0.

再根据定理 1.5.7 即得欲证结论. □

练习题

1. 在定理 1.4.8 的条件下, 证明:
(1) (Ns+t −Ns : t ⩾ 0) 是以 α ⩾ 0 为参数的零初值泊松过程, 而 {ξNs+n : n ⩾ 1}

是与之独立的独立同分布随机变量序列且有分布 µ;
(2) 定理 1.4.8 中定义的过程 (Xt : t ⩾ 0) 满足定理 1.4.8 中的性质 (2).
2. 设 µ 是可测空间 (E,E ) 上的 σ 有限测度. 证明 (E,E ) 上的以 µ 为强度的整数

值随机测度 X 是泊松随机测度当且仅当对 (E,E ) 上的任何非负可测函数 f 有

Ee−X(f) = exp
{
−
∫
E

(1− e−f(x))µ(dx)
}
.
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3. 令 X 是 (E,E )上的以有限测度 µ为强度的泊松随机测度. 证明对任意的 f, g ∈

pE , 有
(1) E[X(f)e−X(g)] = µ(fe−g)E[e−X(g)];
(2) E[X(f)2e−X(g)] = [µ(f2e−g) + µ(fe−g)2]E[e−X(g)];
(3) E[X̃(f)4] = µ(f4) + 3µ(f2)2.


