


2 第一章 预备知识

1.1 集合与映射

我们首先回忆集合论中一些基本概念和记号. 假设 A,B,X 为集合, x, y 为集合
的元.

• x ∈ A: 若 x 为集合 A 的元;
• x 6∈ A: 若 x 不为集合 A 的元;
• A ⊂ B: 若 A 为 B 的子集, 即 x ∈ A⇒ x ∈ B;
• A = B: 若 A ⊂ B 且 B ⊂ A, 即 x ∈ A⇔ x ∈ B;
• A ⊃ B: 若 B ⊂ A;
• A ∩B = {x : x ∈ A 且 x ∈ B};
• A ∪B = {x : x ∈ A 或 x ∈ B};
• A×B = {(x, y) : x ∈ A 且 y ∈ B}À. 称作A 和 B 的 Descartes 积;
• A \B = {x : x ∈ A 且 x 6∈ B};
• 若 A ⊂ X, ∁XA = X \A (或 ∁A, Ac) 称作A 相对于 X 的补集;
• A4B = (A \B) ∪ (B \A) 称作 A 和 B 的对称差;
• P(X) (或 2X) 为集合 X 所有子集构成的集合族, 称作 X 的幂集.
思考题 (Stone) 设 A,B,C 为集合. 证明 A ∩ (B 4 C) = (A ∩B)4 (A ∩ C). 若

记 ∩ 为乘法, 4 为加法, 则 (P(A),∩,4) 为一结合交换代数Á.

1.1.1 关系

定义 1.1 从 X 到 Y 的一个 (有序)关系是指 X×Y 的一个子集 R. 若 (x, y) ∈ R,
我们记作 xRy. 若 X = Y , 则称 R 为 X 上的关系.

例 1.1 设 X = {1, 2, 3, 4}. 若 R 为 X 上通常的关系 “<”, 则 R 为序对 R =

{(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4)}. 若 xRy 意味着 x|y (即 x 可被 y 整除), 则 R =

{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 4), (3, 3), (4, 4)}.
定义 1.2 设 R 为从 X 到 Y 的关系, A ⊂ X, B ⊂ Y , 则称集合

R(A) = {y ∈ Y : xRy 对某 x ∈ A}

À 注意, 这里我们定义 A×B 利用了所谓序对的概念. 采用 Kazimierz Kuratowski 的定义, 一个序对
(a, b) = {{a}, {a, b}}.

Á Marshall Harvey Stone (1903—1989) 是美国数学家, 在实分析、泛函分析和拓扑以及 Boole 代数
上有突出贡献. 包括泛函分析中的 Stone-Weierstrass 定理, 拓扑学上的 Stone-Čech 紧化等. 代表性专著有
Linear transformations in Hilbert space and their applications to analysis (1932).
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为 A 在 R 下的像; 称集合

R−1(B) = {x ∈ X : xRy 对某 y ∈ B}

为 B 在 R 下的原像.

注 1.1 设 R 为从 X 到 Y 的关系. 我们引入 R−1 为从 Y 到 X 的关系:

yR−1x⇔ xRy.

R−1 称作关系 R 的反关系.

定义 1.3 设 R 为从 X 到 Y 的关系, 我们称集合

R−1(Y ) = {x ∈ X : xRy 对某 y ∈ Y }

为 R 的定义域; 称集合

R(X) = {y ∈ Y : xRy 对某 x ∈ X}

为 R 的值域.
例 1.2 设 X,Y 为非空集合, 称 F : X → Y 为一映射, 是指 F 可以看成一个从

X 到 Y 的关系, 满足以下条件:
(1) F 的定义域为 X;
(2) 若 xFy 且 xFz, 则 y = z.
我们的定义表明

(1) 任给 x ∈ X, 对至少一个 y ∈ Y 使得 xFy;
(2) 对至多一个 y ∈ Y 使得 xFy, 即 F ({x}) := {y ∈ Y : (x, y) ∈ F} 为单点集.

此时这个唯一的使得 F ({x}) = {y} 的 y ∈ Y 称作 x 在 F 下的像, 记作 F (x). 关系 F

可以表示成

F = {(x, y) ∈ X × Y : y = F (x)}.

若 f(X) = Y , f 称作满射. 若对 x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, f(x1) 6= f(x2), f 称作单射.
若 f 既为单射亦为满射, f 称作双射 (或一一映射). 若 f 为双射, 则可定义 f 的逆映

射 f−1 : Y → X, 即任给 y ∈ Y , 记 x = f−1(y), 此时 f(x) = y. 若映射 f : X → Y ,
g : Y → Z, 则对于 x ∈ X, h(x) = g ◦ f(x) = g(f(x)) 定义了 f 与 g 的复合映射

h : X → Z.
例 1.3 设 X,Y 为非空集合, 若对任意 x ∈ X 存在 Y 的非空子集 F (x), 则称

F : X ⇝ Y 为一集值映射. 最常见的集值映射包括映射 f 的 “逆”f−1, 凸函数的次导数
等. 这里我们将集值映射 F 理解成从 X 到 Y 的关系只需使得其定义域非空即可, 而无
须例 1.2 中映射像为单点集的条件, 此时 F ({x}) 可能是多值的. 从这个角度, 集值映射
也可以给出 “关系” 的定义.
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例 1.4 集合 X 上的偏序是一类重要的关系. 设 X 为非空集合, X 上的关系 “⩽”
称作偏序, 是指

(1) 任给 x ∈ X, x ⩽ x (自反性);
(2) 若 x ⩽ y, y ⩽ z, 则 x ⩽ z (传递性);
(3) 若 x ⩽ y 且 y ⩽ x, 则 x = y (反对称性).
例 1.5 设 X 为一非空集合, X 上的关系 R 称作等价关系, 是指
(1) xRx 对任意 x ∈ X (自反性);
(2) 若 xRy, 则 yRx (对称性);
(3) 若 xRy 且 yRz, 则 xRz (传递性).
通常我们用 “∼” 表示一个集合上的等价关系. 任一等价关系决定了一个等价类

[x] := {y ∈ X : x ∼ y}.

由选择公理, 我们能保证在每个等价类 [x] 可以选取一个代表元. 我们称集合

X/ ∼:= {[x] : x ∈ X} ⊂ P(X)

为集合 X 关于等价关系 ∼ 的商集. π : x 7→ [x] 称作商映射.
思考题 非空集合 X 的一个分划是指 X 的一个子集族 A 满足

(1) 任意 A ∈ A 均非空;
(2) 任给 A,B ∈ A, 若 A 6= B, 则 A ∩B = ∅;
(3)

⋃
A∈A

A = X.

是否可以说 X 上的等价关系与 X 上的分划是一一对应的?

1.1.2 集合族 (列)

设 A 为一集合族, 我们通常需要一个公理: 存在一个集合 X 使得所有的 A ∈ A 均

包含于 X. 该公理允许定义集合的任意并集. 事实上, 假设 A = {Ai}i∈I 为一集合族

(即一个映射 I → P(X)), 定义 A 的并集为⋃
i∈I

Ai = {x ∈ X : x ∈ Ai 对某 i ∈ I}.

换句话说, 集合族 A 的并集为满足上面公理的集合 X 中最小的集合. 类似可以定义 A

的交集为 ⋂
i∈I

Ai = {x ∈ X : x ∈ Ai 对任意 i ∈ I}.
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命题 1.1 (de Morgan 法则) 设 {Aα}α∈I 为集合族, 则

(⋃
α∈I

Aα

)c

=
⋂
α∈I

Ac
α,

(⋂
α∈I

Aα

)c

=
⋃
α∈I

Ac
α.

接下来, 我们来讨论集合族的乘积. 设 A 为一集合族, {Xi}i∈I 包含于 A, 即存在
映射 I → A 使得任给 i ∈ I 其像为 Xi. 可以看出, 若设 U =

⋃
i∈I

Xi, 则 {Xi}i∈I 的乘积

由元 (xi)i∈I 组成, 这里 xi ∈ U 且以 i ∈ I 为标签. 换句话说, 它恰恰是由所有这样的映
射 f : I → U 组成: 任给 i ∈ I, f(i) ∈ Xi. 记 {Xi}i∈I 的乘积为∏

i∈I

Xi.

很明显
∏
i∈I

Xi 中两个元 (xi) 和 (yi) 相同当且仅当任给 i ∈ I, xi = yi. 称 xi 为 (xi) 的

第 i 个坐标.
例 1.6 设 f 为 [a, b] 上的实函数, 则

[a, b] =
⋃
n⩾1

{x ∈ [a, b] : |f(x)| < n},

{x ∈ [a, b] : |f(x)| > 0} =
⋃
n⩾1

{
x ∈ [a, b] : |f(x)| > 1

n

}
.

注 1.2 若对某 j ∈ I, Xj = ∅ , 很明显此时
∏
i∈I

Xi = ∅. 由选择公理, 若每

一 Xi 均非空, 则
∏
i∈I

Xi 6= ∅. 此时, 映射 πi : (xi) 7→ xi, i ∈ I, 称作从乘积∏
i∈I

Xi 到 Xi 的投影.

特别地, 如果对所有的 i ∈ I, Xi 是相同的, 记作 X, 则∏
i∈I

X = XI = {f : I → X}.

1.1.3 偏序集·格·上、下极限

设 X 为一非空集合, “⩽” 为 X 上的偏序关系, 则 (X,⩽) 称作偏序集.
例 1.7 设 X 为非空集合, X 上最自然的偏序结构是由幂集 P(X) 上集合包含关

系所给出的, 即

A ⩽ B ⇐⇒ A ⊂ B, ∀A,B ∈ P(X).
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设 X 为 X 上实函数全体组成的集合. 在 X 上定义偏序关系

f ⩽ g ⇐⇒ f(x) ⩽ g(x), ∀x ∈ X.

对任意 A ⊂ X, 定义 A (相对于 X) 上的特征函数为 1A : X → R,

1A(x) =

1, x ∈ A;

0, x 6∈ A.

显然我们有

1A ⩽ 1B ⇐⇒ A ⩽ B.

定义 1.4 设 (X,⩽) 为偏序集, A ⊂ X.
(1) 若对任意 y ∈ A, y ⩽ x 成立, 则 x ∈ X 称作 A 在 X 中的上界.
(2) 若 x ∈ A 使得任给 y ∈ A, y ⩽ x, 则称 x 为 A 的最大元.
(3) 若对 A 中元 x, 不存在 y ∈ A 使得 x < y, 则称 x 为极大的, 即若 x ⩽ y, y ∈ A,

则 y = x.
(4) 对集合 A, 设 S 为所有 A 在 X 的上界的集合. 若 S 非空且存在 S 的最小

元 z, 称 z 为 A 的上确界, 记作 supA. 若 A 为有限集, 如 A = {x1, x2, · · · , xn}, 则记
supA = x1 ∨ x2 ∨ · · · ∨ xn.

(5) 类似地可以定义下界、最小元、极小以及下确界 infA. 当 A为有限集 {x1, x2, · · · ,
xn} 时, 记 infA = x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn.

(6) 若任给 x, y ∈ X, x ∨ y 和 x ∧ y 均存在, 则称 X 为一格. ∨ 和 ∧ 称作 X 上的

格运算. 若任给 A ⊂ X, supA 和 infA 均存在, 则称 X 为一完备格.
例 1.8 回忆例 1.7.
(1) 若 A,B ∈ P(X), 则 sup{A,B} = A∨B = A∪B, inf{A,B} = A∧B = A∩B.

特别地, 若考虑 {An}n∈N
À, 则 sup{An} =

⋃
n∈N

An, inf{An} =
⋂
n∈N

An.

(2) 若 X = R, x, y ∈ R, 则 sup{x, y} = x ∨ y = max{x, y}, inf{x, y} = x ∧ y =

min{x, y}.
(3) 若 f, g ∈ X , 则 sup{f, g} = f ∨ g, inf{f, g} = f ∧ g. 其中 f ∨ g 与 f ∧ g 如下

定义:

(f ∨ g)(x) = max{f(x), g(x)}, (f ∧ g)(x) = min{f(x), g(x)}, x ∈ X.

À 本书中自然数集 N 不包含 0.
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注 1.3 通过特征函数, 可以将集合的问题与集合上的函数问题联系起来.

设 X 为所有 X 到 R 的函数全体构成的向量空间, 对 f, g ∈ X 定义格运算

f ∨ g = max{f, g}, f ∧ g = min{f, g},

则 X 为一 (向量) 格. 不难验证, 对 A,B ⊂ X,

1A∪B = 1A∨B = 1A ∨ 1B , 1A∩B = 1A∧B = 1A ∧ 1B ,

建立了集合上的函数与集合之间的联系.

思考题 设 a, b, a1, b1, a2, b2 均为实数. 证明
(1) a+b = (a∨b)+(a∧b), |a−b| = (a∨b)−(a∧b). 从而 a∨b = [(a+b)+ |a−b|]/2,

a ∧ b = [(a+ b)− |a− b|]/2.
(2) (a1 − b1) ∨ (a2 − b2) = (a1 + b2) ∨ (a2 + b1)− (b1 + b2).
思考题 验证以下关于特征函数的基本性质:
(1) 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B ;
(2) 1A∩B = 1A · 1B ;
(3) 1A\B = 1A(1− 1B);
(4) 1A△B = |1A − 1B |;
(5) 1lim sup

k→∞
Ak

= lim sup
k→∞

1Ak
;

(6) 1lim inf
k→∞

Ak
= lim inf

k→∞
1Ak

.

1.1.4 集合列的极限 (集)

定义 1.5 设 {Ak}k∈N 为单调递增集合列, 即 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ Ak ⊂ · · · , 则称
{Ak} 的极限为

lim
k→∞

Ak =
⋃
k⩾1

Ak.

类似地, 设 {Ak}k∈N 为单调递减集合列, 即 A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ Ak ⊃ · · · , 则称 {Ak} 的极

限为

lim
k→∞

Ak =
⋂
k⩾1

Ak.

注 1.4 我们知道幂集 2X 上天然地存在由集合包含关系 “⊂”决定的偏序关

系,所谓单调递增或递减的集合列为 2X 中的全序子集族,此时定义的 “极限”

实际上分别是该子集族的上确界和下确界. 事实上, 对任意集合族 {Aα}α∈I ,



8 第一章 预备知识

关于上述偏序,

sup
α∈I

Aα =
⋃
α∈I

Aα, inf
α∈I

Aα =
⋂
α∈I

Aα.

这个角度无论对于理解集合列、数列还是函数列的上下极限概念都有一定

帮助.

思考题 证明 sup
α
Aα = inf{B : B ⊃ Aα,∀α}.

定义 1.6 设 {Ak}k∈N 为集合列, 对任给 k ∈ N, 定义

Bk =
⋃
i⩾k

Ai, Ck =
⋂
i⩾k

Ai.

显然 {Bk} 与 {Ck} 分别单调递减和单调递增, 其极限均存在. 定义

lim sup
k→∞

Ak = lim
k→∞

Bk = inf
k∈N

Bk = inf
k∈N

sup
i⩾k

Ak =

∞⋂
k=1

⋃
i⩾k

Ai,

lim inf
k→∞

Ak = lim
k→∞

Ck = sup
k∈N

Ck = sup
k∈N

inf
i⩾k

Ak =

∞⋃
k=1

⋂
i⩾k

Ai,

分别为 {Ak} 的上限集与下限集.

下面的事实很好地刻画了集合列的上、下限集.
定理 1.1 若 {Ak}k∈N 为集合列, 则

lim sup
k→∞

Ak = {x : 任给 k ∈ N, 存在 i ⩾ k, 使得 x ∈ Ai}; (1.1)

lim inf
k→∞

Ak = {x : 存在 k0 ∈ N, 使得任给 i ⩾ k0, x ∈ Ai}. (1.2)

证明 我们仅证明第一个等式, 另一个等式类似. 事实上, 可由 x ∈ lim sup
k→∞

Ak =

∞⋂
k=1

⋃
i⩾k

Ai ⇔ ∀k ∈ N, x ∈
⋃
i⩾k

Ai ⇔ ∀k ∈ N,∃i ⩾ k, x ∈ Ai 得到.

例 1.9 设 fn : R → R 为实函数序列, 我们来刻画 {fn} 的不收敛点集

D = {x ∈ R : 当 n→ ∞ 时, fn(x) 6→ f(x)}.

为此定义

En,k =

{
x : |fn(x)− f(x)| ⩾ 1

k

}
, k, n ∈ N.

我们知道 x ∈ D, 即 fn(x) 6→ f(x) 等价于存在 k0 使得 x 属于无穷多个 En,k0 , 也就是
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说, 存在 k0 使得 x ∈ lim sup
n→∞

En,k0 . 这表明

D =
∞⋃
k=1

lim sup
n→∞

En,k =
∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

⋃
i⩾n

{
x : |fi(x)− f(x)| ⩾ 1

k

}
.

思考题 假设 R 上的实函数序列 {fn} 处处收敛于函数 f , 即 lim
n→∞

fn(x) = f(x),
∀x ∈ R. 证明, 对任意 t ∈ R,

{x ∈ R : f(x) ⩽ t} =
⋂
k⩾1

⋃
m⩾1

⋂
n⩾m

{
x ∈ R : fn(x) < t+

1

k

}
.

1.1.5 对等·集合的基数

1. 对等

在集合论中, 集合元素的个数是一个基本问题.
定义 1.7 若存在 f : A→ B 为一双射, 则称集合 A 与 B 对等, 记作 A ∼ B.
对任意集合族 A, 上述对等的概念给出了一个等价关系. 后面我们将要引入的所谓

集合 A 的基数 (或者势) card A 可以看成 A 关于上述等价关系 ∼ 的一个等价分类. 稍
后我们具体讨论这个概念.

例 1.10 我们先来考虑几个简单的例子.
(1) N ∼ 2N, N ∼ 2N+ 1.
(2) N× N ∼ N.
定义函数 f : N× N → N:

f(i, j) = 2i−1(2j − 1), (i, j) ∈ N× N.

由算术基本定理 (即整数的唯一分解定理), 任给 n ∈ N, n 有如下表示:

n = 2p · q, p ∈ N ∪ {0}, q ∈ 2N+ 1.

这表明 f 为满射. f 为单射易证.
(3) (−1, 1) ∼ R.
定义函数 f : (−1, 1) → R:

f(x) =
x

1− x2
, x ∈ (−1, 1),

则 f 为所需的双射.
思考题 证明 R ∼ R2.
设 X 和 Y 为非空集合. 存在 X 到 Y 的单射描述了关系 card X ⩽ card Y . 注意,

到这里我们并没有给出 card X 和 card Y 的具体含义, 后面称之为集合 X 和 Y 的基
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数. 容易看出, 关系 “⩽” 满足自反性和传递性. 事实上, 我们将证明这一关系还满足反
对称性, 从而给出基数的一个偏序关系.

定理 1.2（Schröder-Bernstein） 设 X 和 Y 为非空集合. 若 card X ⩽ card Y

且 card Y ⩽ card X, 则存在 X 到 Y 的双射.

Kaplansky (1977) [29] 给出了上面定理的一些历史注记. 作者指出 (第 33 页), 定理
1.2 是 Cantor 错失的 (他渴望证明它), 后来由 Schröder 和 Bernstein 各自独立证明.

证明 我们首先断言: 设 f : X → Y , g : X → Y , 则存在分解

X = A ∪ Ã, Y = B ∪ B̃,

其中 B = f(A), Ã = g(B̃), A ∩ Ã = ∅, B ∩ B̃ = ∅.

事实上, 设

A = {E ⊂ X : E ∩ g(Y \ f(E)) = ∅}.

注意到至少 ∅ ∈ A . 令 A =
⋃

E∈A

E, 下面证明 A ∈ A . 任给 E ∈ A , E ⊂ A. 由于

E ∩ g(Y \ f(E)) = ∅,

则 E ∩ g(Y \ f(A)) = ∅, 从而

A ∩ g(Y \ f(A)) =

( ⋃
E∈A

E

)
∩ g(Y \ f(A))

=
⋃

E∈A

(E ∩ g(Y \ f(A)) = ∅.

所以 A ∈ A , 且 A 为 A 中的最大元.

令 B = f(A), B̃ = Y \B, Ã = g(B̃), 容易验证

Y = B ∪ B̃, B ∩ B̃ = ∅.

下面证明余下的结论.

由于 A ∩ Ã = A ∩ g(B̃) = A ∩ g(Y \B) = A ∩ g(Y \ f(B)) = ∅, 故 A ∪ Ã = X. 不
然, 存在 x0 ∈ X, x0 6∈ A ∪ Ã. 设 A0 = A ∪ {x0}, 则

∅ = A ∩ Ã = A ∩ g(B̃) = A ∩ g(Y \ f(A)) ⊃ A ∩ g(Y \ f(A0)),

这表明 A ∩ g(Y \ f(A0)) = ∅. 又

x0 6∈ A ∪ Ã⇒ x0 6∈ Ã⇒ x0 6∈ g(Y \ f(A0)),
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故

A0 ∩ g(Y \ f(A0)) = (A ∪ {x0}) ∩ g(Y \ f(A0))

= A ∩ g(Y \ f(A0)) = ∅,

即 A0 ∈ A , 这与 A 的极大性矛盾.
设 f : X → Y , g : Y → X 为单射, 则由断言, 存在分解

X = A ∪ Ã, Y = B ∪ B̃, B = f(A), Ã = g(B̃).

注意到 f |A 及 g|B̃ 均为双射, 因此定义

F (x) =

 f(x), x ∈ A,

g−1(x), x ∈ Ã,
x ∈ X,

则 F : X → Y 为双射, 从而 X ∼ Y .

推论 1.3 若 C ⊂ A ⊂ B 且 B ∼ C, 则 B ∼ A.

证明 由 B ∼ C, 则存在单射 f : B → C ⊂ A. 而包含映射为 A 到 B 的单射, 因
此 B ∼ A 是定理 1.2的直接推论.

例 1.11 [−1, 1] ∼ R. 这是因为

(−1, 1) ⊂ [−1, 1] ⊂ R,

例 1.10 (3) 表明 (−1, 1) ∼ R, 故由定理 1.2, [−1, 1] ∼ R. 注意, 不可能找到连续函数建
立这种对等关系.

2. 集合的基数·可数集

对每一个集合 A, 与之联系的一个概念是 A 的元个数, 记作 card A, 称作 A 的基

数 (或势). 例如若 A = {1, 2, · · · , n}, 则 card A 为 A 的元素个数, 即此时 card A = n.
我们约定 card ∅ = 0.

设 A,B 为集合, 若 A ∼ B, 则称 A 与 B 具有相同的基数, 即 card A = card B. 若
存在 f : A→ B 为单射, 即 A 与 B 的真子集 f(A) 对等, 则称 card A 小于 card B, 记
作 card A < card B. 因此, Schröder-Bernstein 定理事实上是说: 若 card A ⩽ card B

且 card B ⩽ card A, 则 card A = card B.
我们先来考虑一个简单情形. 若存在 n ∈ N 使得 A 与集合 {1, 2, · · · , n} 对等, 集

合 A 称作有限集. 此时 card A = n.
一个集合称作无穷集 (或无限集), 若它不是有限集. 关于无穷集, 两个重要的例子

是自然数集 N 与实数集 R. 下面我们以这两个集合为基础展开讨论.
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将 N 的基数 card N 记作 ℵ0, 与 N 对等的集合称作可数 (无穷) 集. 显然若 A 为

可数集, 则 card A = ℵ0. 显然, 每一可数集 A 均可以写成如下形式:

A = {a1, a2, · · · , an, · · · }, ai ∈ A, i ∈ N.

命题 1.2 下面是可数集的一些基本性质:
(1) 无穷集中必包含可数集;
(2) 有限集与可数集之并为可数集;
(3) 可数个可数集之并为可数集;
(4) 可数集的有限直积为可数集.

证明 设 A 为任意无穷集, 则由数学归纳法很容易构造 A 的可数子集. 这表明 ℵ0

为无穷集中的最小的基数. 这就证明了 (1).
设 A = {a1, a2, · · · , an}为有限集, B = {b1, b2, · · · , bn, · · · }为可数集,定义 f : N →

A ∪B,

F (k) =

 ak, 1 ⩽ k ⩽ n,
bk−n, k > n,

k ∈ N.

不难验证 F 为一双射. 这就证明了 (2).
设 {An}n∈N 为可数集合列, 每一 An 均可数, A =

⋃
n∈N

An. 不失一般性, 假设 An 两

两互不相交. 设

An = {an1, an2, · · · , anm, · · · }, n ∈ N,

则我们可以将 A 中元素排列如下:

a11 a12 a13 · · · a1m · · ·

↙ ↙

a21 a22 a23 · · · a2m · · ·

↙

a31 a32 a33 · · · a3m · · ·
...

...
...

...
an1 an2 an3 · · · anm · · ·

...
...

...
...

按照箭头所示, A 为可数集. 从而 (3) 成立.
设 n ∈ N, 可数集的有限直积等价于 Nn, 按照字典序即可证明 (4).

例 1.12 我们先来看看几个简单的例子:
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(1) 有理数集 Q 为可数集.
每一有理数均可表示成两个整数之商, 故存在单射 f : Q → Z2, 这表明 card Q ⩽

card Z2 = ℵ0, 而 N ⊂ Q 蕴涵了 ℵ0 = card N ⩽ card Q.
(2) R 中两两互不相交的开区间族至多可数.
因为这些开区间两两互不相交, 故不同区间中可选取互异的有理数.
(3) R 上单调函数的不连续点 (即间断点) 集至多可数.
设 f : R → R 单调递增, 则 f 的每一不连续点 x 对应一个开区间 (f(x−), f(x+)),

且两个不同的不连续点 x1 和 x2 相应的开区间不相交.
思考题 称非零整系数多项式的根为代数数, 证明代数数可数.
例 1.13 对 R 上的实函数 f , 集合

E = {x ∈ R : f 在 x 处不连续但右极限 f(x+) 存在 }

至多可数.

证明 事实上, 记 S = {x ∈ R : f(x+) 存在 }, 任给 n ∈ N, 设

An ={x ∈ R : 存在 δ > 0, 使得当 x′, x′′ ∈ (x− δ, x+ δ) 时, |f(x′)− f(x′′)| < 1/n}.

显然
⋂
n⩾1

An 为 f 的连续点集. 下面证明 S \An 可数.

固定 n ∈ N, 对任给 x ∈ S \An, 存在 δ > 0 使得

|f(x′)− f(x+)| < 1

2n
, x′ ∈ (x, x+ δ).

故若 x′, x′′ ∈ (x, x+ δ), |f(x′)− f(x′′)| < 1/n. 这表明

(x, x+ δ) ⊂ An.

也就是说

(1) S \An 中的每一点 x 为某 Ix = (x, x+ δ) 的左端点;
(2) Ix ∩ (S \An) = ∅;
(3) 若 x1, x2 ∈ S \An, x1 6= x2, 则 Ix1

∩ Ix2
= ∅.

因此 {Ix : x ∈ S \An} 可数, 从而 S \An 可数. 从而

E = S \
( ⋂

n⩾1

An

)
=
⋃
n⩾1

(S \An)

可数.

思考题 对 R 上的实函数 f , 集合 E = {x ∈ R : lim
y→x

f(y) = +∞} 至多可数.

思考题 设 {rn}n∈N = (a, b) ∩Q,
∞∑

n=1

Cn 为收敛的正项级数, 定义

f(x) =
∑
x>rn

Cn, x ∈ (a, b). (1.3)
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证明 f 为在无理数处连续而在有理数处不连续的单调递增函数. 而且 f(r+n )− f(r−n ) =

Cn > 0.
思考题 设 f : R → R, 定义

argmin f = {x ∈ R : f 在 x 处取得 (局部) 极小值},

argmax f = {x ∈ R : f 在 x 处取得 (局部) 极大值}.

证明集合 f(argmin f) 与 f(argmax f) 均至多可数. 证明若 f : R → R 连续且每一点

均为 f 的极值点, 则 f 为常值函数. 进一步, 这个结论对 f : Rn → R 亦成立.
例 1.14 设 f : (a, b) → R, 则集合

E = {x : 左导数 f ′−(x) 及右导数 f ′+(x) 均存在 (包括 ±∞) 但不相等}

至多可数.

证明 设 A = {x : f ′−(x) > f ′+(x)}, B = {x : f ′−(x) < f ′+(x)}, 则 E = A ∪ B. 下
面证明 A 至多可数.

任给 x ∈ A, 选取 rx ∈ Q 使得 f ′+(x) < rx < f ′−(x), 及 sx, tx ∈ Q 使得

a < sx < tx < b,

f(y)− f(x)

y − x
> rx, sx < y < x,

f(y)− f(x)

y − x
< rx, x < y < tx,

即

f(y)− f(x) < rx(y − x), y 6= x, y ∈ (sx, tx).

定义映射 ϕ : A→ Q3, x 7→ ϕ(x) = (rx, sx, tx). 下面证明 ϕ 为单射.
设 x1 6= x2 ∈ A,

(rx1
, sx1

, tx1
) = ϕ(x1) = ϕ(x2) = (rx2

, sx2
, tx2

),

则 x1, x2 ∈ (sx1
, tx1

) = (sx2
, tx2

), 于是

f(x2)− f(x1) < rx1(x2 − x1), f(x1)− f(x2) < rx2(x1 − x2).

注意到 rx1
= rx2

, 两式相加得到 0 < 0, 矛盾.
ϕ 为单射表明, A 与 Q3 的某子集对等, 从而至多可数. 类似的结论对 B 从而 E

成立.

例 1.15 R 上凸 (凹) 函数的不可微点至多可数.
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证明 以凸函数为例, 这个结论依据这样的事实: Rn 上的凸函数 (单边) 方向导数
存在. 事实上, 设 f : Rn → R 为凸函数, 即

f(λx+ (1− λ)y) ⩽ λf(x) + (1− λ)f(y), x, y ∈ Rn, λ ∈ [0, 1].

首先我们需要这样的事实: Rn 上的凸函数为局部 Lipschitz 的. 令

q(t) =
f(x+ ty)− f(x)

t
, t > 0,

则由 f 的凸性, 并注意到若 t < t′ 则 x+ ty =

(
1− t

t′

)
x+

t

t′
(x+ t′y). 因此

f(x+ ty) ⩽ (1− t

t′
)f(x) +

t

t′
f(x+ t′y).

这表明 q(t) 关于 t 单调递增. 而 f 的局部 Lipschitz 性保证了 q(t) 在 t = 0 附近有界,
因此

lim
t→0+

f(x+ ty)− f(x)

t
= lim

t→0+
q(t)

存在. 故由例 1.14, 当 n = 1 时, f 的不可微点集至多可数.

注意, 当 n > 1 时, 这个结论不成立. 不过由 Rademacher 定理, f 的局部 Lipschitz
性保证了 f 不可微点集为零测集.

思考题 证明若 f : R → R 为凸函数, 则 f 为局部 Lipschitz 的, 即任给 x ∈ R, 存
在 r = rx > 0 以及常数 M =Mx > 0, 使得

|f(y)− f(z)| ⩽M |y − z|, y, z ∈ B(x, r).

下面是关于基数的另一些性质.
命题 1.3 设 A 为无限集, card A = α, card B = ℵ0, 则 card A ∪B = α.

证明 不失一般性, 不妨设 B = {b1, b2, · · · }, A ∩ B = ∅, 且 A = A1 ∪ A2,
A1 = {a1, a2, · · · }. 定义 f : A ∪B → A,

f(x) =


a2i, x = ai ∈ A1,
a2i−1, x = bi ∈ B,
x, x ∈ A2.

则 f 为双射.

命题 1.4 集合 A 为无限集的充分必要条件是 A 与其某真子集对等.

证明 若 A 为无限集, 取 B 为其有限子集, 则 A \B ⫋ A, 且 A ∼ A \B. 若 A 为

有限集, 则 A 不与其任一真子集对等.
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3. 不可数集

命题 1.5 [0, 1] 是不可数集.

证明 仅考虑 (0, 1], 则任给 x ∈ (0, 1] 均可表示成 (二进) 级数

x =

∞∑
n=1

an
2n
, an = 0 或 1.

注意, 如 0.1000 · · · 与 0.0111 · · · 是同一个数. 我们约定上述级数中 1 一定出现无穷次,
则 (0, 1] 与这样的全体二进制小数一一对应.

事实上, 不考虑 an = 0 的项, 则

x =

∞∑
i=1

2−ni ,

{ni} 为严格单调上升的自然数序列, 由下面的方法唯一决定

k1 = n1, ki = ni − ni−1, i = 2, 3, · · · ,

则 {ki} 唯一决定了 x. 记全体自然数序列的族为 A , 则 (0, 1] ∼ A .
假定 A 可数, 排列如下:

(k11, k
1
2, · · · , k1i , · · · ),

(k21, k
2
2, · · · , k2i , · · · ),

· · ·

(kj1, k
j
2, · · · , k

j
i , · · · ),

· · ·

则 (k11 + 1, k22 + 1, · · · , kii + 1, · · · ) 未排出. 不然存在 i 使得

(k11 + 1, k22 + 1, · · · , kii + 1, · · · ) = (ki1, k
i
2, · · · , kii, · · · ),

从而 kii + 1 = kii. 矛盾.
这表明 A 不可数, 从而 [0, 1] 亦然.

注 1.5 不难证明

A ∼ NN ∼ {0, 1}N, card A = card [0, 1] = card R.

这里 card R 称作连续统基数, 记作 c 或 ℵ1 = 2ℵ0 . 这个例子表明

ℵ0 < 2ℵ0 = ℵ1 = c.
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下面的问题是集合论的基本问题.
(1) ℵ0 与 c 之间是否还存在其他的基数? (承认 ℵ0 与 c 之间不存在其他基数的假

设称作连续统假设.)
(2) 有无最大的基数?
命题 1.6 设 A 为非空集合, 则 A 与其幂集 2A 不对等.

证明 反证法. 假设 A ∼ 2A, 即存在 f : A→ 2A 为双射, 定义

B = {x ∈ A : x 6∈ f(x)},

则存在 y ∈ A 使得 f(y) = B ∈ 2A.
(1) 若 y ∈ B, 则 y 6∈ f(y) = B;
(2) 若 y 6∈ B, 则 y ∈ f(y) = B.

矛盾.

例 1.16 设 {Ak} 满足 card Ak = c, 则 card
( ⋃

k∈N

Ak

)
= c. 事实上, 不妨设

Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, Ak ∼ [k, k + 1), 则⋃
k∈N

Ak ∼ [1,+∞) ∼ R.

例 1.17 设 {En} 满足 card En = c, 则

E = {x = (x1, x2, · · · , xn, · · · ) : xn ∈ En, n ∈ N},

基数为 c, 即 card
(∏

n∈N

En

)
= c. 由前例, 可假定 En 为自然数数列形成的集合, 则 E

中元素可看成无穷矩阵 
x11 x12 · · · x1k · · ·

x21 x22 · · · x2k · · ·
...

...
...

xn1 xn2 · · · xnk · · ·

 .

记这个无穷矩阵的集合为 A, 则 A ∼ E. 而若视 A 中元素为数列

(x11, x
1
2, x

2
1, x

1
3, x

2
2, x

3
1, · · · ),

则 A ∼ En. 故 card A = c.
例 1.18 记 C([a, b]) 为 [a, b] 上连续实函数全体构成的集合, 则

card C([a, b]) = c.



18 第一章 预备知识

C([a, b]) 中包含常值函数, 故 card C([a, b]) ⩾ c. 另一方面, 任给 ϕ ∈ C([a, b]), 定义
f : C([a, b]) → 2Q×Q,

f(ϕ) = {(s, t) ∈ Q×Q : s ∈ [a, b], t ⩽ ϕ(s)}.

则 f 为一单射. 事实上若 ϕ1 6= ϕ2, 但 f(ϕ1) = f(ϕ2), 注意到存在 x0 使得 ϕ1(x0) <

ϕ2(x0),则存在 δ > 0使得任给 s ∈ Iδ = [x0−δ, x0+δ], ϕ1(s) < ϕ2(s),这与 f(ϕ1) = f(ϕ2)

矛盾. 从而 card C([a, b]) ⩽ 2Q
2

= c.
例 1.19 设 E = A ∪ B, card E = c, 则 card A = c 或 card B = c. 不妨设

E = (0, 1) × (0, 1), 令 E0 = {(x0, y) : 0 < y < 1}, 其中 x0 ∈ (0, 1). 若 A ⊃ E0, 则
card A = c, 否则任给 x ∈ (0, 1),

B ∩ {(x, y) : 0 < y < 1} 6= ∅,

则 card B = c.
例 1.20 记 F 为 [a, b] 上所有实函数的全体, 则 card F > c. 首先 card F ⩾ c.

因为 F ⊃ {1A : A ⊂ [0, 1]}. 从而 card F ⩾ 2[0,1] = c. 假设 card F = c, F ∼ [0, 1].
F 中的元可以表示成函数族 {ft}, ft(·) = F (t, ·), t ∈ [0, 1]. 设 g(x) = F (x, x) + 1, 则
g ∈ F , 从而存在 α ∈ [0, 1], 使得

g(x) = fα(x).

因此 F (x, x) + 1 = F (α, x), x ∈ [0, 1]. 取 x = α, 矛盾.

事实上, F 即无穷乘积空间 R[a,b], 从而 card F = card RR = ℵ2.

1.2 拓扑学·度量空间

1.2.1 度量拓扑

定义 1.8 非空集合 X 上的度量 (或距离) d : X ×X → R, 对任意 x, y, z ∈ X 满足

(1) d(x, y) ⩾ 0, 且 d(x, y) = 0 当且仅当 x = y;
(2) d(x, y) = d(y, x);
(3) d(x, z) ⩽ d(x, y) + d(y, z).
例 1.21 Rn = {(x1, x2, · · · , xn) : xi ∈ R, i = 1, 2, · · · , n} 为一 n 维实线性空间,
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赋予内积 〈·, ·〉. 对 x = (x1, x2, · · · , xn), y = (y1, y2, · · · , yn),

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xiyi.

(Rn, 〈·, ·〉) 称作 Euclid 空间. |x| =
√

〈x, x〉 定义了 Rn 上的模. d(x, y) = |x − y| 定义

了 Rn 上的度量. 内积与模有下面的 Schwarz 不等式:

|〈x, y〉| ⩽ |x| · |y|, x, y ∈ Rn.

一个集合 X 上的所谓 “拓扑”, 是指 X 上开集的全体. 对度量空间 (X, d), 首先采
用下面比较直观的办法来定义开集.

定义 1.9 设 (X, d) 为度量空间.
(1) 设 δ > 0, B(x, δ) = {y : d(x, y) < δ} 称作以 x 为中心, δ 为半径的开球. 类似

地, B̄(x, δ) = {y : d(x, y) ⩽ δ} 称作以 x 为中心, δ 为半径的闭球.
(2) E ⊂ X, 若任给 x ∈ E, 存在 δ > 0, 使得 B(x, δ) ⊂ E, 则 E 称作开集. 开集的

补集称作闭集.
(3) U ⊂ X, 若存在 δ > 0, 使得 B(x, δ) ⊂ U , 则 U 称作 x ∈ X 的邻域. 若进一步

U 自身为 X 中的开 (闭) 集, 则称 U 为 x 的开 (闭) 邻域.
(4) 在没有特别申明的情况下, 在 Euclid空间 Rn 均采用这种拓扑. 例 1.21定义的

拓扑称作 Rn 上的自然拓扑.
定义 1.10 {xk} 为 X 中序列, x ∈ X. lim

k→∞
xk = x, 若

lim
k→∞

d(xk, x) = 0.

所谓ε−N 语言的表述是:

∀ε > 0,∃N ∈ N, 若 k > N, xk ∈ B(x, ε). (1.4)

定义 1.11 设 E ⊂ Rn. x ∈ Rn 称作 E 的极限点, 若存在 xk ⊂ E, xk 互异,
lim
k→∞

xk = x. 集合 E 极限点的全体称作 E 的导集, 记作 E′. x ∈ E \ E′ 称作孤立点.
从定义很容易看出

x ∈ E′ ⇔ ∀δ > 0, (B(x, δ) \ {x}) ∩ E 6= ∅,

x ∈ E \ E′ ⇔ ∃δ > 0, (B(x, δ) \ {x}) ∩ E = ∅.
(1.5)

例 1.22 若 E1, E2 ⊂ Rn, 则 (E1 ∪E2)
′ = E′

1 ∪E′
2. 事实上, 一方面由于 E1, E2 ⊂

E1 ∪ E2, 故 E′
1 ∪ E′

2 ⊂ (E1 ∪ E2)
′. 另一方面, 若 x ∈ (E1 ∪ E2)

′, 存在 E1 ∪ E2 中互异

的点列 {xk}, xk → x, 则必有子列 {xki} ⊂ E1 或 E2, 且 xki → x, x ∈ E1 或 E2, 这表
明 (E1 ∪ E2)

′ ⊂ E′
1 ∪ E′

2.
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定理 1.4（Bolzano-Weierstrass） Rn 中的有界无穷集 E 必有极限点.
对于度量空间, 我们还需要一些非拓扑的概念.
定义 1.12 设 E ⊂ X,

diam E = sup{d(x, y) : x, y ∈ E}

称作 E 的直径. 若 diam E <∞, 则称 E 为有界集.
定义 1.13 {xn}为X 中序列, {xn}称作 Cauchy序列 (或基本列),若任给 ε > 0,

存在 N ∈ N, 当 k, l > N 时, d(xk, xl) < ε. 若 X 中的 Cauchy 列一定收敛于某 x ∈ X,
这个性质称作度量空间 (X, d) 的完备性.

思考题 我们称数域 K 上的线性空间 X 上的函数 | · | : X → [0,+∞) 为一范数

(或模), 若满足对任意 x, y ∈ X, r ∈ K, (1) |x| = 0 当且仅当 x = 0; (2) |rx| = |r| · |x|;
(3) |x+ y| ⩽ |x|+ |y|. 证明: 若 X 为有限维实线性空间, 则所有的范数等价, 即对任意
两个范数 | · |1 和 | · |2, 存在 0 < C < 1, 使得对任意 x ∈ X, C|x|1 ⩽ |x|2 ⩽ C−1|x|1. 进
而证明, 所有有限维实线性空间的范数诱导的度量拓扑是相容的.

1.2.2 拓扑学的公理

不难验证, 若设 τ 为度量空间 (X, d) 中所有开子集构成的集合族, 则 τ 满足

O1) ∅, X ∈ τ ;

O2) 若 Ui ∈ τ , i = 1, 2, · · · , n, 则
n⋂

i=1

Ui ∈ τ ;

O3) 若 {Uλ}λ∈Λ 为 τ 中任意子集族, 则
⋃
λ∈Λ

Uλ ∈ τ .

在拓扑学中, 我们通常将上述三条性质作为拓扑的定义. 显而易见, 对应 X 全体闭

集构成的集合族 F 满足

C1) ∅, X ∈ F ;

C2) 若 Fi ∈ F , i = 1, 2, · · · , n, 则
n⋃

i=1

Fi ∈ F ;

C3) 若 {Fλ}λ∈Λ 为 F 中任意子集族, 则
⋂
λ∈Λ

Fλ ∈ F .

注 1.6 上面的 O1)—O3) 与 C1)—C3) 通常分别称作开集公理和闭集

公理. 一个抽象的集合 X, 以及它的一个子集族 τ , 若 τ 满足 O1)—O3)

则 τ 称作 X 上的一个拓扑. (X, τ) 构成一拓扑空间. 若 (X, τ) 为一

拓扑空间, S ⊂ X, 则 τS = {U ∩ S : U ∈ τ} 称作 S 的子空间

拓扑.
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在一个集合 X 中可以赋予不同的拓扑. 比如在泛函分析中, 经常会遇到一个函数
空间可以有多个 (有意义的) 拓扑. 不同的拓扑决定了不同的极限或者说收敛的模式.

思考题 设 (X, τ)为一拓扑空间, S 为 X 的非空子集. 定义 τS = {U ∩S : U ∈ τ}.
证明 (S, τS) 亦为一拓扑空间. (S, τS) 称作 (X, τ) 的拓扑子空间, τS 称作 X 关于子集

S 的子空间拓扑. 在同胚下保持不变的性质被称作拓扑性质. 若 X 的拓扑性质 S 同时

具有, 称该拓扑性质 (即为同胚保持的性质) 为遗传的. 证明 Rn 的任意子集均遗传了可

分性 (定义 1.17).
下面内容对理解 Euclid 空间上的拓扑有很大帮助. 我们用较为简洁的模式介绍一

下其中一些必要的拓扑学知识.
定义 1.14 若 X 为集合, S 为其子集族, τ 为 X 上的一个拓扑. S 称作拓扑空间

(X, τ) 的拓扑基: 若任给 U ∈ τ , 存在 {Vλ}λ∈Λ1 , 使得 U =
⋃

λ∈Λ1

Vλ, 即 τ 中元可由 S 中

元之并生成. 拓扑基是一个全局概念. 若拓扑空间 (X, τ) 具有可数的拓扑基, 则 X 称

作第二可数的.
思考题 记 F1 = {B(x, r) : x ∈ Rn, r > 0}, F2 = {B(x, r) : x ∈ Qn, r ∈

Q∩ (0,+∞)}, F3 =

{
n∏

i=1

(ai, bi) : ai < bi, ai, bi ∈ Q, i = 1, 2, · · · , n

}
. 证明 F1, F2 和 F3

均为 Rn 自然拓扑 τ 的拓扑基, 从而 (Rn, τ) 是第二可数的.
同样的道理, 我们也可以用局部的观点来看这个问题.
定义 1.15 设 (X, τ) 为一拓扑空间, 我们称 V 为 x ∈ X 的一个邻域: 若存在

U ∈ τ , x ∈ U , 使得 U ⊂ V . 若所有 x 的邻域均可由某含 x 的子集族 N 生成, 则称 N

为 τ 的关于 x 的一个邻域基. 这是拓扑的一个局部概念. (X, τ) 的每一点均有可数邻

域基, 这一性质称作第一可数性质.
思考题 度量空间为第一可数.
定义 1.16 设 X 为拓扑空间.
(1) S ⊂ X, 包含 S 的最小闭集称作 S 的闭包, 记作 S 或 clS.
(2) 含于 S 的最大开集称作 S 的内部, 记作

◦
S 或 intS.

(3) ∂S = S \
◦
S 称作 S (拓扑意义下) 的边界.

以度量空间 (x, d) 为例. 设 S ⊂ X,

◦
S = {x ∈ S :存在 δ > 0,使得B(x, δ) ⊂ S},

S = {x ∈ Rn :任给 δ > 0, B(x, δ) ∩ S 6= ∅}.

因此 S = S ∪ S′. 不难看出, S 为开集当且仅当 S =
◦
S, S 为闭集当且仅当 S = S.

定义 1.17 设 X 为拓扑空间.
(1) S ⊂ X, 若 S = X, 则称 S 在 X 中稠密.
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(2) S1 ⊂ S, S 为闭集. 若 S1 = S, 则称 S1 在 S 中稠密.
(3) 若 S1, S2 ⊂ X 且 S1 = S2, 则称 S1 在 S2 中稠密或称 S2 在 S1 中稠密.
(4) 若 X 存在可数的稠密子集, 则称 X 为可分.
例 1.23 R 上的非空开集必可表示成可数个两两互不相交的开区间之并.

证明 设 G ⊂ R为一开集, x ∈ G,则存在 y < x < z 使得开区间 (y, x), (x, z) ⊂ G.
设

a = inf{y : (y, x) ⊂ G}, b = sup{x : (x, z) ⊂ G}.

显然 a < b且 a, b可以分别为−∞,+∞,但若G 6= R,则不可能同时有 a = −∞, b = +∞.
设 I(x) = (a, b), 则 I(x) 为包含 x 的开区间, I(x) ⊂ G, 并且 b 6∈ G. 事实上, 若 b ∈ G,
则存在 r > 0 使得 (b− r, b+ r) ⊂ G, 这与 b 的定义矛盾. 类似地 a 6∈ G.

容易验证: 若 x, y ∈ G, x 6= y, 则 I(x) = I(y) 或 I(x) ∩ I(y) = ∅. 考虑 {I(x)}x∈G,
显然 G 为 I(x) 两两互不相交之并. 由例 1.12(2), 其至多可数.

例 1.24 考虑广义实数集[−∞,+∞] 为实数集添上 ±∞ 两个元素. [−∞,+∞] 继

承了 R 上的序关系, 为一全序集. 此时对任意 −∞ ⩽ a < b ⩽ +∞, 可以定义如下四
类区间 [a, b], (a, b), (a, b] 和 [a, b). 引入 +∞ 和 −∞ 的开邻域为 (a,+∞] 和 [−∞, a),
a ∈ R. 这些集合与 R中开集的全体一起构成一个 [−∞,+∞]上的拓扑. 因此形如 (a, b),
(a,+∞] 和 [−∞, b) 的集合均为 [−∞,+∞] 上的开集, 也均为开区间. 事实上, 关于这
个拓扑 [−∞,+∞] 为一紧集, 是 R 的一个紧化. 由例 1.23, [−∞,+∞] 上开集的结构为:
[−∞,+∞] 上的任一开集为至多可数个两两不交开区间之并.

例 1.25 设 In = [0, 1 − 1/n] 为闭集列, 而
∞⋃

n=1

In = [0, 1) 非闭集. 类似地, 设

Jn = (−1/n, 1) 为开集列, 而
∞⋂

n=1

Jn = [0, 1) 非开集.

定义 1.18 设 (X, τ) 为拓扑空间.
(1) 子集族 {Uλ}λ∈Λ 称作 X 的开覆盖: 若任给 λ ∈ Λ, Uλ ∈ τ , 且

⋃
λ∈Λ

Uλ = X.

(2) X 称作紧集, 若 X 的任意开覆盖 {Uλ}λ∈Λ 存在有限的子覆盖. 换句话说, 存

在有限的 Uλ1
, Uλ2

, · · · , UλN
使得

N⋃
i=1

Uλi
= X.

(3) 若 X 的每一点局部都存在紧邻域, 则称 X 为局部紧.
运用子空间拓扑, 对于子集 E ⊂ X, 若 {Uλ}λ∈Λ 为 X 中的开集族, 且

E ⊂
⋃
λ∈Λ

Uλ,

则称 {Uλ}λ∈Λ 为 E 的开覆盖. 类似地, 若集合 E 任意开覆盖存在有限的子覆盖, 则称
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E 为紧集.
对于度量空间, 一个与紧性密切相关的概念是:
定义 1.19 度量空间 (X, d) 称作完全有界: 若任给 ε > 0, 存在 X 的有限子集 A

使得

dA(x) = inf
y∈A

d(x, y) < ε, ∀x ∈ X.

有时 (X, d) 完全有界也称作 X 有有限 ε-网À.
定理 1.5 我们有下面关于紧性的刻画:

(1) Rn 中的点集 E 为紧集当且仅当 E 为有界闭集.
(2) 度量空间 X 为紧当且仅当 X 完备且完全有界.

证明 证明留作习题.

在分析学中, 除去这里介绍的紧性, 还有很多与紧性相关的概念. 比较常见的如序
列紧性, 仿紧性等.

定理 1.6 Rn中的点集 E为紧集当且仅当 E为闭集且序列紧,即任给 {xk}k∈N ⊂

E, 必存在 {xk} 的收敛子列收敛于 E 中点.
定义 1.20 设 X 为拓扑空间.
(1) X 称作 Hausdorff : 若对任意 x1, x2 ∈ X, x1 6= x2, 存在 U1, U2 分别为 x1 和

x2 的开邻域, 且 U1 ∩ U2 = ∅.
(2) X 称作正则: 若对任意 x ∈ X 和闭集 F ⊂ X, x 6∈ F , 存在 U1、U2 分别为 x

和 F 的开邻域, 且 U1 ∩ U2 = ∅.
(3) X 称作正规: 若对任意闭集 F1 ⊂ X 和 F2 ⊂ X, F1 ∩ F2 = ∅, 存在 U1、U2 分

别为 F1 和 F2 的开邻域, 且 U1 ∩ U2 = ∅.
(4) X 称作完全正则: 若对任意 x ∈ X 和闭集 F ⊂ X, x 6∈ F , 存在连续函数

f : X → [0, 1] 使得 f(x) = 0 且 f |F = 1.
在拓扑学中, 上述定义中的拓扑性质是所谓分离公理. 因为 Hausdorff 蕴涵了单点

集为闭集这一结论Á, 因此正规强于正则, 正则强于 Hausdorff. 这三者有时也分别称作
T4、T3 和 T2 分离公理. 关于完全正则 (或 T3 1

2
)分离公理相关的 Urysohn引理我们将在

后面对于度量空间进行讨论. 一般拓扑空间 X, Urysohn 引理表明, 若 X 为 Hausdorff,
则正规等价于完全正则[16,Theorem 4.1].

我们知道 Euclid 空间 Rn 或者一般的有限维光滑流形都是局部紧 Hausdorff 空间.
一般度量空间都是 Hausdorff的. 但是在泛函分析中, Riesz定理说明一个赋范线性空间
为局部紧当且仅当它是有限维.

À 有限 ε-网是指对于度量空间 X 中某有限子集 A, 以 A 中元素为中心的 ε-球覆盖了 X.
Á 单点集为闭集这一结论实际上比 Hausdorff 性质要弱. 拓扑学上前者等价于所谓 T1 分离公理.
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1. 连续性

定义 1.21 设 (X, τX), (Y, τY ) 为拓扑空间.
(1) 映射 f : X → Y 称作连续: 若任给 U ∈ τY , f−1(U) ∈ τX . 简单地说, 开集的

原像是开集.
(2) 映射 f : X → Y 称作在 x ∈ X 处连续: 若任给 f(x) 的邻域 U ⊂ Y , f−1(U)

为 x 的邻域. 简单地说, 邻域的原像是邻域.
我们比较一下这里引入的概念与数学分析中相应概念之间的联系:
(1) 不难看出, 映射 f : X → Y 连续当且仅当 f : X → Y 在每一点 x ∈ X 处连续.
(2) 若 (X, dX) 和 (Y, dY ) 为度量空间, 映射 f : X → Y 在 x ∈ X 处连续当且仅

当任给 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得若 y ∈ BX(x, δ) 则 f(y) ∈ BY (f(x), ε) (这种表述称作
ε–δ 语言). 事实上, 若 ε–δ 语言成立, 任给 f(x) 的邻域 U ⊂ Y , 存在 BY (f(x), ε) ⊂ U ,
从而 f(BX(x, δ)) ⊂ BY (f(x), ε). 因此 BX(x, δ) ⊂ f−1(BY (f(x), ε)) ⊂ f−1(U), 这说明
f−1(U) 为 x 的邻域. 相反的方向是平凡的.

(3) 若 (X, d) 为度量空间, f : X → R, 则 f 连续当且仅当任给 a < b, f−1((a, b))

是开集. 事实上, 任给 G ⊂ R 为非空开集, 则存在两两不交的至多可数的开区间列

{(ak, bk)},使得G =
⋃
k

(ak, bk). 我们的结论由关系 f−1

(⋃
k

(ak, bk)

)
=
⋃
k

f−1((ak, bk))

得到. 若 f : X → [−∞,+∞], 上面的讨论需要包括形如 [−∞, a)、(a,+∞] 和 (a, b) 的

区间.
(4) 下面利用序列的刻画也十分有用. 若 (X, d) 为度量空间, f : X → R, 则 f 在

x ∈ X 处连续当且仅当任给 xk → x, f(xk) → f(x) (k → ∞). 需要指出的是, 如果拓扑
空间 X 不是第一可数的, 后者仅是前者的必要条件但未必充分.

(5) 若 (X, d) 为度量空间, f : X → R, 则 f 由其在任意稠密子集 S 上的值决定.
事实上, 若 x 6∈ S, 则由连续性 f(x) = lim

k→∞
f(xk), 其中 {xk} ⊂ S 且 lim

k→∞
xk = x.

思考题 若 (X, d) 为度量空间, f : X → R 或 [−∞,+∞], 证明 f 在 x ∈ X 处连

续当且仅当任给 xk → x, f(xk) → f(x) (k → ∞).
对于实函数, 另一个十分重要的概念是函数的半连续性.
定义 1.22 设 (X, d) 为度量空间, f : X → [−∞,+∞], x ∈ X.
(1) f 称作上半连续: 若任给 a ∈ R, f−1([−∞, a)) 为 X 中开集. f 称作下半连续:

若任给 a ∈ R, f−1((a,+∞]) 为 X 中开集.
(2) f 称作在 x ∈ X 处上半连续: 任给 a ∈ R, 若 f−1([−∞, a)) 包含 x 则其包含 x

的一个邻域. f 称作在 x ∈ X 处下半连续: 任给 a ∈ R, 若 f−1((a,+∞]) 包含 x 则其包

含 x 的一个邻域.



1.2 拓扑学·度量空间 25

注 1.7 定义 1.22 中实际上蕴涵了当 f(x) = ±∞ 时半连续性的刻画. 以

下半连续为例: 若 f(x) = −∞, 则任给 a ∈ R, x 6∈ f−1((a, +∞]), 此时 f

在 x 处下半连续; 若 f(x) = +∞, 则任给 a ∈ R, x ∈ f−1((a,+∞]) 且存

在 δ > 0 使得 B(x, δ) ⊂ f−1((a,+∞]), 这表明 f 在 x 处下半连续当且仅当

lim
y→x

f(x) = +∞.

我们罗列一些半连续函数的基本性质.
定理 1.7 设 (X, d) 为度量空间, f, g, fλ : X → [−∞,+∞], λ 属于任意指标集 Λ.

(1) f (在一点 x 处) 下半连续当且仅当 −f (在一点 x 处) 上半连续;
(2) f 下半连续当且仅当 f 在每一点 x ∈ X 处下半连续;
(3) 若 f 在 x ∈ X 处既为下半连续亦为上半连续, 则 f 在 x 处连续;
(4) {fλ} 均下半连续, 则 sup

λ
fλ 亦下半连续;

(5) 下半连续函数的有限代数和亦为下半连续;
(6) 若 F,U ⊂ X, F 为闭集, U 为开集, 则 1U 为下半连续, 1F 为上半连续.

证明 (1) 由定义直接得到. 假设在每一点 x ∈ X 处下半连续, 任给 a ∈ R, 则
对任何 x ∈ f−1((a,+∞]), 存在 B(x, δ) ⊂ f−1((a,+∞]), 故 f−1((a,+∞]) 为开集. 这
就证明了 (2). 若 f 在 x ∈ X 处既为下半连续亦为上半连续, 则任给 a < b ∈ R, 对
x ∈ f−1((a, b)) = f−1((a,+∞]) ∩ f−1([−∞, b)), 则存在 B(x, δ1) ⊂ f−1((a,+∞]) 和

B(x, δ2) ⊂ f−1([−∞, b)). 令 δ = min{δ1, δ2} > 0, 则 B(x, δ) ⊂ f−1((a, b)). 一般情形由
f−1 对并的运算保持性质得到. 最后, 由注 1.7 和 (1), 当 f(x) = ±∞ 时 f 在 x 处连续,
这就证明了 (3). 结论 (4) 由关系

{sup
λ
fλ > a} =

⋃
λ

{fλ > a}

得到. 现在, 假设 f, g 下半连续, 则由恒等式

{f + g > a} =
⋃

a1+a2=a

({f > a1} ∩ {g > a2})

直接得到结论 (5). 结论 (6) 由定义即可得到.

思考题 证明 f : Rn → R 下半连续当且仅当 f 的上图 E(f) = {(x, y) ∈ Rn ×R :

y ⩾ f(x)} 为闭集.

思考题 证明 E ⊂ Rn 为开集当且仅当 1E 下半连续.

在 Darboux-Riemann 积分等很多应用中, 需要知道一个实函数上方最小的上半连
续函数和下方最大的下半连续函数. 为此需要引入上下半连续包函数的概念.
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定义 1.23 设 (X, d) 为度量空间, f : X → [−∞,+∞]. 定义

lim inf
y→x

f(y) = sup
δ>0

inf
y∈B(x,δ)

f(y), lim sup
y→x

f(y) = inf
δ>0

sup
y∈B(x,δ)

f(y).

f = lim inf
y→x

f 和 f = lim sup
y→x

f 分别称作 f 的下半连续包和上半连续包.

下面是上下连续包函数的一些基本性质.
定理 1.8 设 (X, d) 为度量空间, f, g : X → [−∞,+∞], 则

(1) f ⩽ f ⩽ f , f 下半连续, f 上半连续;
(2) f 在 x ∈ X 处下半连续当且仅当 f(x) ⩾ f(x);
(3) 若 g 下半连续且 g ⩽ f , 则 g ⩽ f .

证明 (1) 的第一个结论直接由定义得到. 下面证明 f 下半连续. 设 ϕ(δ, x) =

inf
B(x,δ)

f(y), 则 f(x) = sup
δ>0

ϕ(δ, x). 任给 a ∈ R, 不失一般性, 假设 Ea = {f > a} 非空.

任给 x0 ∈ Ea, 则存在 δ > 0 使得 ϕ(δ, x0) > a, 从而对 x ∈ B(x0, δ), f(x) > a. 任给
x ∈ B(x0, δ/2), 因为 B(x, δ/2) ⊂ B(x0, δ), 故 ϕ(x, δ/2) > a. 这表明 f(x) > a, 所以
B(x, δ/2) ⊂ Ea, Ea 为开集. 这就证明了 f 下半连续. f 的情形类似可证.

由 (1) 和 (2) 仅需证明若 f 在 x ∈ X 处下半连续, 则 f(x) ⩾ f(x). 假设 a ∈ R 使

得 f(x) > a, 即 x ∈ Ea, 则存在 B(x, δ) ⊂ Ea. 因此 ϕ(x, δ) ⩾ a, 从而 f(x) ⩾ a, 这表明
f(x) ⩾ f(x).

若 g 下半连续且 g ⩽ f , 由 (1) 和 (2), g = g ⩽ f ⩽ f . 这证明了 (3).

上面定理 1.8(2) 另一种常见表述是: 设 (X, d) 为度量空间, f : X → R 为下半连续

当且仅当任给 x ∈ X 以及序列 {xk}, lim
k→∞

xk = x,

lim inf
k→∞

f(xk) ⩾ f(x).

下面的定理是变分法与最优控制以及其他各种类型优化问题中极小元存在的理论

基础. 其实在很多实际应用中, 并不限于度量拓扑下的下半连续性.
定理 1.9 下半连续函数在紧集上取得最小值.

证明 设 K ⊂ X 为一紧集. 由注 1.7和定理 1.7(1), 不失一般性, 假设 f(x) > −∞,
x ∈ K 且 f 在 K 上不恒为 +∞. 由 f 的下半连续性, K ⊂

⋃
a∈R

{f > a} 为一开覆

盖, 故存在 a1, a2, · · · , aN 使得 K ⊂
N⋃
i=1

{f > ai}. 取 a0 = min{a1, a2, · · · , aN}, 则

K ⊂ {f > a0}. 因此 inf
x∈K

f(x) ⩾ a0 > −∞. 设存在 {xk} ⊂ K 为极小序列, 即
lim
k→∞

f(xk) = inf
x∈K

f(x). 由 K 的紧性, 假设 lim
k→∞

xk = z ∈ K. 则

inf
x∈K

f(x) = lim
k→∞

f(xk) = lim inf
k→∞

f(xk) ⩾ f(z) ⩾ f(z) ⩾ inf
x∈K

f(x),

因此 f 在 z ∈ K 处取得最小值.
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2. Urysohn 引理

在度量空间中, 一些深刻的拓扑学结论会变得易于处理, 技术上通常依赖所谓距离
函数.

定义 1.24 设 (X, d) 为度量空间, S ⊂ X, 关于 S 的距离函数为

dS(x) = inf{d(x, y) : y ∈ S}, x ∈ X.

命题 1.7 设 (X, d) 为度量空间, S ⊂ X, 则

(1) x ∈ S 当且仅当 dS(x) = 0;
(2) 函数 dS 为 Lipschitz 常数为 1 的 Lipschitz 函数.

证明 若 x ∈ S, 则存在 S 中序列 {xn} 收敛于 x. 故 dS(x) ⩽ lim
n→∞

d(xn, x) = 0.
反之, 若 dS(x) = 0, 则存在序列 {xn} ⊂ S, 使得 lim

n→∞
d(xn, x) = 0, 这说明 x ∈ S. 这证

明了 (1).

为证明 (2), 只需证明

dS(x)− dS(y) ⩽ d(x, y), ∀x, y ∈ X.

设 x, y ∈ X, 任给 ε > 0, 存在 yε 使得 d(y, yε) < dS(y) + ε. 故

dS(x)− dS(y) ⩽ d(x, yε)− d(y, yε) + ε ⩽ d(x, y) + ε.

由 ε 的任意性, 得证.

注 1.8 若 X 为 Euclid 空间, S ⊂ Rn 为闭集, 则 dS 为 Hamilton-Jacobi

方程 |DdS(x)| = 1, x ∈ Rn \ S,

dS(x) = 0, x ∈ S

的一种弱解, 称作粘性解. 这是偏微分方程 20 世纪 80 年代发展起来的重要

理论, 与变分法最优控制、最优运输等学科具有密切联系.

定理 1.10（Urysohn 引理） 设 (X, d) 为度量空间, A,B 为 X 的闭子集且 A ∩

B = ∅. 则存在连续函数 f : X → [0, 1] 使得 f |A ≡ 0, f |B ≡ 1.

证明 函数

f(x) =
dA(x)

dA(x) + dB(x)
, x ∈ X

为满足要求的连续函数.
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我们可以利用 Urysohn 引理证明一些基本的拓扑学结论.
思考题 (Tietze) 设 (X, d) 为度量空间, Y ⊂ X 为闭子集, f : Y → R 连续, 证明

存在 f 从 Y 到 X 的连续扩张.
思考题 (单位分解) 设 K 为度量空间 X 的紧子集, U1, U2, · · · , Un 为 K 的开覆

盖, 则存在具有紧支集的连续函数 φ1, φ2, · · · , φn 使得

0 ⩽ φk ⩽ 1, supp (φk) ⊂ Uk, k = 1, 2, · · · , n,
n∑

k=1

φk(x) = 1, x ∈ K.

Urysohn 引理将在本书中扮演重要角色. 我们来看看 Urysohn 引理告诉了哪些信
息? 为表述简单, 引入一些记号. 设 F ⊂ U , 其中 F 为闭集, U 为开集,f 为 X 上的连续

实函数.
(1) 记 f ≺ U , 称作f 从属于 U , 若 f 的支集

supp (f) = {x ∈ X : f(x) 6= 0} ⊂ U.

(2) 记 F ≺ f , 称作F 从属于 f , 若 0 ⩽ f ⩽ 1 且 f |F = 1.
因此 Urysohn 引理实际上是说: 若 X 为度量空间, A,B 为 X 的闭子集且 A ∩B = ∅,
则存在 X 上的连续函数 f 使得 B ≺ f ≺ X \A.

若 F ⊂ U , F 为闭集, U 为开集, 则有 1F ⩽ 1U . 由 Urysohn 引理, 存在 X 上的连

续函数 f , 使得

1F ⩽ f ⩽ 1U .

注意, 函数 1F 为上半连续, 而 1U 为下半连续. 上述结果实际上是说: 对于上 (下) 半连
续函数 1F (1U ), 存在单调递减 (递增) 连续函数序列收敛于 1F (1U ). 我们也可以理解
为: 上半连续函数 1F 和下半连续函数 1U 存在一个连续的插值函数. 上述结论对于一
般的半连续函数也是正确的 (参见本章末习题).

在本书中, 对于具有正则性的测度, 一个可测集 E 可以用一个闭紧或紧集 F 从内

部逼近, 一个开集 U 从外部逼近, 即

F ⊂ E ⊂ U.

因此由 Urysohn 引理, 存在连续函数 f , 使得 F ≺ f ≺ U . 我们感兴趣的是特征函数 1E
与 f 的误差比较. 它们积分意义下的误差跟集合 U \ F 的大小有关. 相关的内容可参
见后面 Luzin 定理以及 Vitali-Carathéodory 定理.

需要指出, 如果去掉度量空间的假设, 分析学里另一种常见形式的 Urysohn 引理有
以下形式 (证明参见文献 [40] 第 39 页).
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定理 1.11（Urysohn 引理 (局部紧 Hausdorff 空间)） 设 X 为局部紧 Hausdorff
空间, K ⊂ V ⊂ X, K 为紧集, V 为开集. 则存在具有紧支集的连续函数 f : X → [0, 1]

使得 K ≺ f ≺ V .

1.2.3 Baire 纲·Cantor 集·Lebesgue-Cantor 函数

1. Baire 纲与 Baire 定理

定义 1.25 假设 (X, τ) 为拓扑空间.
(1) E ⊂ X 称作无处稠密: 若 E

c 为 X 的开、稠密子集 (简称开稠集);
(2) E ⊂ X 称作 (Baire 意义下) 第一纲集: 若 E 可以表示为可数无处稠密集之并;
(3) E ⊂ X 称作第二纲集: 若 E 非第一纲集;
(4) E ⊂ X 称作剩余集: 若 E 包含稠密 Gδ-集.
定理 1.12（Baire） 设 (X, d) 为完备度量空间, 则 X 的任意可数开稠子集之交

在 X 中稠密.

证明 设 {Vn} 为 X 中一列开稠子集, 记 V =
⋂
n

Vn. 只需证明: 任给开集 W ,

W ∩ V 6= ∅. 我们将采用归纳法.
V1 为开稠集, 故存在 x1 ∈ X, r1 ∈ (0, 1) 使得 B(x1, r1) ⊂ W ∩ V1. 若对 n ⩾ 2,

xn−1 ∈ X, rn−1 ∈
(
0,

1

n− 1

)
已经选好. 因为 Vn 为开稠集,故 Vn∩B(xn−1, rn−1) 6= ∅.

从而存在 xn ∈ X, r1 > 0 使得

B(xn, rn) ⊂ Vn ∩B(xn−1, rn−1), 0 < rn <
1

n
.

对序列 {xn}, 若 i, j > n, 则 xi, xj ∈ B(xn, rn), 故 d(xi, xj) ⩽ 2rn <
2

n
. 这表明 {xn} 为

X 中 Cauchy 序列. 由 X 的完备性, 存在 x = lim
n→∞

xn ∈ X, 显然 x ∈W ∩ (∩Vn).

推论 1.13 设 (X, d) 为完备度量空间, {En}n∈N 为一列无处稠密, 则集合

E =

∞⋃
n=1

En

内部空.

证明 易见 Ec =

∞⋂
n=1

E
c

n 为可数开稠集之交,从而为稠密子集,故 E 内部为空.

推论 1.13 的另一常见形式是: 设 (X, d) 为完备度量空间, 且 X =

∞⋃
n=1

En, 则必存

在 n0 ∈ N 使得 intEn0 非空.
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例 1.26 设 {fk} 为 Rn 上连续实函数序列, lim
k→∞

fk(x) 处处存在. 设

f(x) = lim
k→∞

fk(x), ∀x ∈ Rn.

则 f 的不连续点集为第一纲集À.

证明 设 ωf 为 f 的振幅函数. 只需证明: 任给 ε > 0, 集合

F = {x : ωf (x) ⩾ 5ε}

无处稠密. 注意到, 由习题 4, F 为闭集. 事实上, 定义

En =
⋂

i,j⩾n

{x : |fi(x)− fj(x)| ⩽ ε}, n ∈ N.

则每一 En 均为闭集, {En} 单调递增且 Rn =
⋃
n⩾1

En. 对任意闭球 S, S =
⋃
n⩾1

(En ∩S).

从而由 Baire 定理, 对某 n ∈ N, En ∩ S 包含某开集 U , 也就是说

|fi(x)− fj(x)| ⩽ ε, ∀x ∈ U, i, j ⩾ n.

取 j = n 并令 i→ ∞, 则

|f(x)− fn(x)| ⩽ ε, ∀x ∈ U.

由 fn 的连续性, 任给 z ∈ U , 存在开球 B(z) ⊂ U , 使得

|fn(x)− fn(z)| ⩽ ε, ∀x ∈ B(z).

上面两个式子表明

|f(x)− fn(z)| ⩽ 2ε, ∀x ∈ B(z).

从而 ωf (z) ⩽ 4ε. 这表明对任意闭球 S, 存在开集 U 使得 U ⊂ S ∩ F c. 这说明 F c 为开

稠集.

思考题 设 f 为 R 上的实函数, 证明 f 的不连续点集为第一纲集当且仅当 f 在

R 的某稠密子集上连续.
思考题 设 f 为 [0, 1] 上处处可微的实函数 (左、右端点处右、左导数分别存在),

试给出导函数 f ′ 不连续点集拓扑的刻画.

À 一个函数 f : Rn → R 称作 Baire 函数, 是指 f 为连续函数的点态收敛的极限.
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注 1.9 在数学的一些分支中, 会遇到以下类型的问题: 一个命题 P (f) 依

赖的函数 f 属于某个函数空间, 但命题 P (f) 仅对某些典型情形成立. 那么

如何刻画所谓典型的概念呢? 如果这里的函数 f 仅仅依赖于有限个参数, 此

时需要处理的只是一个特定基底的有限维函数空间. 这时候比较有效的方法

是对这些参数引入测度, 理想的典型情形就是对于一个全测参数集上的函数

f ,命题 P (f)成立. 很不幸,这种思路对于无穷维的参数空间是行不通的. 所

以一般会这样使用下面拓扑意义下的描述: 若该命题对于某个特定函数空间

剩余集上的 f 成立, 则称命题 P (f) 在通有情形成立. 历史上第一个这种类

型的命题是下面思考题中 Banach 关于处处不可微连续函数类的刻画.

思考题 对 [0, 1] 上所有连续实函数全体组成的线性空间 C([0, 1]), 赋予范数

‖f‖ = max
x∈[0,1]

|f(x)|.

证明, 所有 [0, 1] 上连续但处处不可微函数构成 C([0, 1]) 中的剩余集.
思考题 设 (X, d) 为一完备度量空间且无孤立点, 则 X 中任意稠密 Gδ 集必不

可数.

2. Cantor 集与 Lebesgue-Cantor 函数

我们来构造 [0, 1] 上的标准 Cantor 三分集. 如图 1.1, 在 [0, 1] 上挖去中间的一个

开区间 J 1
2
=

(
1

3
,
2

3

)
, 得到两个闭区间

[
0,

1

3

]
和
[
2

3
, 1

]
. 对这两个闭区间

[
0,

1

3

]
和[

2

3
, 1

]
类似地挖去中间的两个开区间 J 1

4
=

(
1

9
,
2

9

)
和 J 3

4
=

(
7

9
,
8

9

)
, 余下四个闭区间:[

0,
1

9

]
,
[
2

9
,
1

3

]
,
[
2

3
,
7

9

]
和
[
8

9
, 1

]
. 以此类推, 得到一个集合

C = [0, 1] \
⋃
r∈D

Jr, (1.6)

图 1.1 标准 Cantor 三分集的构造

其中 D 为 [0, 1] 上二进有理数的集合

D =
{m
2k

: m, k ∈ N, 1 ⩽ m ⩽ 2k
}
.
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为方便, 约定 J0 = (−∞, 0), J1 = (1,+∞) 以及 l0 = 1.
定义 1.26 式 (1.6) 中定义的集合 C ⊂ [0, 1] 称作 (标准) Cantor 三分集.
我们再来看 Cantor集较为一般的构造,这将方便后面对于 Cantor集以及 Lebesgue-

Cantor 函数的分析. 仿照上面的构造, 我们得到一个可数的开区间族 {Jr}r∈D. 设第 k

步挖去开区间得到 2k 个闭区间的长度相同, 均为 lk. 则序列 {lk} 必须满足:

1 = l0 > 2l1 > 4l2 > · · · > 2klk > · · · .

在标准 Cantor 三分集中, lk = 3−k. 直观上, 如果用记号 m(C) 表示 Cantor 集 C 的大

小, 显然有

m(C) = lim
k→∞

2klk.

我们把这种更一般构造得到的集合也称作 Cantor 集. 下面讨论 Cantor 集 C ⊂ [0, 1]

的基本性质.
(1) C 为紧集. 因为构造中每一区间 Jr 均为开集, 故 C 为闭集. 显然 C 有界, 故

为紧集.
(2) C 不可数. 我们先就标准 Cantor 集来说明这一点. 事实上, 任意 x ∈ [0, 1] 均

有如下表示:

x =

∞∑
k=1

αk

3k
, αk = 0, 1, 2.

上述表示不是唯一的. x ∈ C 当且仅当上述表示中 αk 仅出现 0 或 2 (参见例 1.27), 从
而可以建立 x =

∑ αk

3k
∈ C 到 y =

∑ 0.5αk

2k
∈ [0, 1] 的一个满射. 后面将给出另一个

证明, 适用于一般的 Cantor 集.
(3) C 无处稠密且完全不连通À. 否则, intC 非空从而必包含一区间 J . 但根据构

造, 对任意 k, 在第 k 步, C 必包含于某长度为 lk 的闭区间, 这与 J 长度为正矛盾.
(4) C = C ′. 由本章习题 6.
(5) 标准 Cantor集 C 为零测集,但存在正测 Cantor集. 对标准 Cantor集, m(C) =

lim
k→∞

2k3−k = 0. 但是, 对任意 θ ∈ [0, 1) 适当地选取构造过程中开区间列 {Jr}r∈D 的大

小, 可以构造出 Cantor 集 C 使得 m(C) = θ.
例 1.27 任意 x ∈ [0, 1] 均有如下表示:

x =

∞∑
k=1

αk

3k
, αk = 0, 1, 2. (1.7)

À 完全不连通空间是没有非平凡连通子集的拓扑空间. 在所有拓扑空间中空集和单点集合是连通的, 而
在完全不连通空间中它们是仅有的连通子集.
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这个表示并不是唯一的, 如 1

3
= 0.1000 · · · = 0.0222 · · · . 我们记 Σn = {0, 1}n, 则对任

意 {w1, w2, · · · , wn} ∈ Σn, 其对应一个非退化闭区间

Iw1,w2,··· ,wn
= [0.η1 · · · ηn000 · · · , 0.η1 · · · ηn222 · · · ],

其中 ηi = 2wi, i = 1, 2, · · · , n. 注意到, 对于固定的 n, 这些 {Iw1,w2,··· ,wn
} 恰为 Cantor

集构造第 n 步余下的闭区间. 对任意 {w1, w2, · · · , wn} ∈ Σn, 集合 C ∩ Iw1,w2,··· ,wn
中

点的小数表示到第 n 位的截断恰为 0.η1 · · · ηn. 故 x ∈ C 当且仅当式 (1.7) 中 αk 不出

现 1.
我们观察到 Cantor集构造中产生的开区间集 {Jr}r∈D 可以赋予一个十分自然的序:

r < r′ ⇔ Jr 在 Jr′ 左边.

图 1.2 Lebesgue-Cantor 函数

我们将构造所谓关于 Cantor 集 C 的 Lebesgue-Cantor 函数 f : [0, 1] → R, 如图
1.2 所示. 首先给出 f 在集合 ∪Jr 上的定义:

f(x) = r, x ∈ Jr, r ∈ D \ ({0} ∪ {1}).

已知 ∪Jr 在 [0, 1] 中稠密. 由下面的思考题, 只需证明 f 在 ∪Jr 上一致连续, 那么 f 存

在从 ∪Jr 到 [0, 1] 的 (唯一) 连续扩张.
思考题 设 E ⊂ Rn, f : E → R 一致连续. 证明, 存在 f 从 E 到 E 的唯一连续

扩张, 即存在唯一的连续函数 g : E → R 使得 g|E = f .
下面来证明 f 在 ∪Jr 的一致连续性. 先从一个特殊情形来看. 由 Cantor 集的构

造, 若 x ∈ ∪Jr 且 |x − y| ⩽ l3, 则对二进有理数分母不超过 8 的 r, x 和 y 不能属于
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两个不同的 Jr, 因此 |f(x) − f(y)| ⩽ 1

8
. 上述讨论实际上是一般的. 假设 x, y ∈ ∪Jr,

|x− y| ⩽ lk. 注意 Cantor 集构造过程的一步, 其局部结构如图 1.3 所示.

图 1.3 Cantor 集构造第 k 步的结构

根据 x, y 的位置, 有以下几种情况:
(1) x ∈ I, y ∈ I. 此时

|f(x)− f(y)| < m+ 1

2k
− m

2k
=

1

2k
.

(2) x ∈ I, y ∈ Jm+1

2k
. 此时

|f(x)− f(y)| = m+ 1

2k
− f(x) <

m+ 1

2k
− m

2k
=

1

2k
.

(3) x ∈ I, y ∈ I ′. 此时

|f(x)− f(y)| = f(y)− f(x) <
m+ 2

2k
− m

2k
=

2

2k
.

事实上, 由构造中的自相似性, 上面的估计可以改进为

|f(x)− f(y)| = f(y)− f(x) <
1

2k
.

综上, 可得

∀x, y ∈ ∪Jr, |x− y| ⩽ lk =⇒ |f(x)− f(y)| < 1

2k
. (1.8)

这就证明了 f 在 ∪Jr 上的一致连续性.
定义 1.27 对于上述构造的 ∪Jr 上的函数 f 在 [0, 1] 上的唯一连续扩张, 仍记作

f , 称作关于 Cantor 集 [0, 1] \ ∪Jr 的 Lebesgue-Cantor 函数.

注 1.10 进一步分析可以知道, (1.8) 中的一致连续性估计可以改进为

Hölder 估计. 设 θ = log 2/ log 3, 对标准 Cantor 三分集相关的 Lebesgue-

Cantor 函数 f , 我们有

|f(x)− f(y)| ⩽ 2|x− y|θ, x, y ∈ [0, 1].

事实上, 任给 x, y ∈ [0, 1], x 6= y, 必存在最大的 k 使得 |x− y| ⩽ 2−k, 即

3−(k+1) < |x− y| ⩽ 3−k,
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或者说

−k − 1 <
log |x− y|

log 3 ⩽ −k.

从而

|f(x)− f(y)| ⩽ 2−k < 21+
log |x−y|

log 3 = 2|x− y|
log 2
log 3 .

我们来总结一下 Lebesgue-Cantor 函数的基本性质.
(1) 任给 r ∈ D, x ∈ Jr, f(x) = r;
(2) f 单调递增;
(3) f 连续且满足: ∀x, y ∈ [0, 1], |x− y| ⩽ lk =⇒ |f(x)− f(y)| < 1

2k
;

(4) f 为魔鬼阶梯, 这是在非线性数学和物理学中常见的现象;
(5) f 几乎建立了 Cantor 集 C 与 [0, 1] 的一一对应. 更确切地说: 设 B 为所有 Jr

的左端点, 则 f : C \B → [0, 1] 为双射. 因为 B 可数, 事实上这也证明了 C 不可数.
例 1.28 延续例 1.27 中的记号. 定义函数 f : C → [0, 1]2, 其中 C 为标准 Cantor

三分集. 我们知道 C 中任意元具有小数表示 0.η1 · · · ηn · · · , 其中 ηi = 0 或 2. 定义

f(0.η1 · · · ηn · · · ) =
(
0.
η1
2

η3
2

· · · η2n−1

2
· · · , 0. η2

2

η4
2

· · · η2n
2

· · ·
)
.

上式右端为二进制小数展开. 可以证明 f : C → [0, 1]2 是一个连续的满射, 并且可以扩
张成 f : [0, 1] → [0, 1]2. 拓扑学上,这样的曲线称作填满空间的曲线,或 Peano 曲线 [41].

思考题 标准 Cantor 三分集的 Lebesgue-Cantor 函数满足: f(1− x) + f(x) = 1.

3.∗ 连续性模

定义 1.28
(1) 假设 f : E ⊂ Rn → Rm 为一致连续映射, 则存在函数 ωf : [0,+∞] → [0,+∞]

满足 lim
r→0+

ωf (r) = 0, 使得

|f(x+ h)− f(x)| ⩽ ωf (|h|), x ∈ E, |h| � 1.

我们称 ωf 为一致连续函数 f 的连续性模.
(2) f : E ⊂ Rn → Rm 称作 α-Hölder 连续 (α ∈ (0, 1]), 若 f 存在连续性模

ωf (r) = Crα, 其中 C > 0 为常数. 若 α = 1, 则称 f 为 Lipschitz 函数.
(3) 设 F 为一族 E ⊂ Rn 到 Rm 的一致连续函数, 若其中任意函数 f ∈ F 存在不

依赖于 f 的连续性模 ω(r), 则称 F 为等度连续.
若 f : E → R 一致连续, 则单调递增函数

ωf (r) = sup{|f(x)− f(y)| : |x− y| < r, x, y ∈ E}, r ⩾ 0,
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给出了 f 的连续性模. 如果进一步假设存在 a, b > 0 使得

ωf (r) ⩽ ar + b, r ⩾ 0. (1.9)

则可以寻求一个凹的连续性模. 事实上,

cf (r) = inf{l(r) : l为仿射函数且满足l ⩾ ωf}

为所求的凹连续性模.
思考题 (Kirzbraun-Pucci扩张定理)假设 f 为 E ⊂ Rn 上的一致连续实函数, 其

连续性模满足条件 (1.9). 证明 f 存在一连续扩张 f̃ : Rn → R, 使得 f̃ 和 f 存在相同的

凹连续性模 cf , 并且

sup
x∈Rn

f̃(x) = sup
x∈E

f(x), inf
x∈Rn

f̃(x) = inf
x∈E

f(x).

对于 α-Hölder 连续函数和 Lipschitz 函数, 由于连续性模可以选成 Crα, 因此 α-
Hölder 连续函数和 Lipschitz 函数不仅仅具有连续性这样的拓扑性质, 还有自然的度量
性质. 简单来说, 如果 f : Rn → Rm 为 α-Hölder 连续函数, Rn 中两点 x 与 y 的距离 l,
则 f(x)和 f(y)在 Rm 中距离不超过 Clα. 特别地,当 f : Rn → Rn 为双向 Lipschitz同
胚, 即 f 为一同胚, 且 f 和 f−1 均为 Lipschitz 函数, 则 f 虽然不必为等距映射, 但它的
像中两点距离与原像两点距离只相差一定的倍数. 这种性质在后面分析 Lebesgue 测度
在 Lipschitz 映射下的变化是重要的. 同样, 对 α-Hölder 连续函数, 如 Lebesgue-Cantor
函数的这种度量性质也与分形几何有着明确联系. 这一点可以参考关于 Hausdorff测度
和 Hausdorff 维数的习题.

如果一族函数 F 均为 Lipschitz 函数, 并且可以找到共同的 Lipschitz 常数, 则称函
数族 F 为等度 Lipschitz 的. 很容易看出, 等度 Lipschitz 函数族为等度连续的. 等度连
续性是刻画连续函数族紧性 (Ascoli-Arzelà 定理) 的关键性质.

1.2.4 σ-代数·Borel 集

定义 1.29 非空集合 X 的子集族 M 称作一个 σ-代数, 是指下列条件成立:
(1) X ∈ M;
(2) 若 A ∈ M, 则 Ac ∈ M;
(3) 若 {Ak}k∈N ⊂ M, 则

⋃
k∈N

Ak ∈ M.

例 1.29 下面是 σ-代数的一些例子.
(1) 任一非空集合 X 的幂集 P(X) 为一 σ-代数.
(2) 设 X 为一非空集合, 定义

M = {A ⊂ X : A至多可数或Ac至多可数}.
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则 M 为 X 上的 σ-代数. 事实上只需验证定义 1.29 (3). 设 {Ak}k∈N ⊂ M, 若每一

Ak 均至多可数, 则
⋃
k∈N

Ak 至多可数. 若存在 k0 使得 Ac
k0
至多可数, 则

(⋃
k∈N

Ak

)c

=⋂
k∈N

Ac
k ⊂ Ac

k0
至多可数.

(3) 设 X,Y 为非空集合, f : X → Y , M 为 Y 上的 σ-代数. 则

f∗M = {f−1(A) : A ∈ M}

定义了 X 上的 σ-代数. 为验证这一点, 仅需运用 f−1 对集合运算的保持性.

思考题 是否存在可数无穷多元素组成的 σ-代数?
命题 1.8 设 X 为非空集合, M 为 X 上的 σ-代数, 则

(1) ∅ ∈ M;
(2) 若 {Ak}k∈N ⊂ M, 则

⋂
k∈N

Ak ∈ M.

(3) 若 A1, A2, · · · , An ∈ M, 则
n⋂

k=1

Ak,
n⋃

k=1

Ak ∈ M;

(4) 若 A,B ∈ M, 则 A \B ∈ M.

证明 证明留作习题.

定理 1.14 设 X 为非空集合, I 为任意指标集, 对每一 i ∈ I, Mi 均为 X 上的

σ-代数, 则
⋂
i∈I

Mi 亦为 X 上的 σ-代数.

由定理 1.14, 对任意 X 的子集族 S, 定义

σ(S) =
⋂

{M : M为包含 S 的 σ-代数}.

因为 S ⊂ P(X), 故 σ(S) 是有意义的. σ(S) 为包含 S 的最小 σ-代数, 我们称 σ(S) 为

S 生成的 σ-代数.
定义 1.30 设 (X, τ) 为拓扑空间, σ(τ) 为拓扑 τ 生成的 σ-代数, 记作 B(X).

B(X) 称作拓扑空间 X 上的 Borel 集类, B(X) 中的元称作 Borel 集.

对于拓扑空间 (X, τ), 显然所有开集、闭集均为 Borel 集. 除此之外, 最常见的还有
两类, X 中开集的可数交和闭集的可数并, 这两类分别称作Gδ 集和 Fσ 集.

例 1.30 有理数集 Q ⊂ R 为 Fσ 集, 但非 Gδ 集.
例 1.31 f : Rn → R 的连续点集为 Gδ 集. 事实上, f 的连续点集

{x : ωf (x) = 0} =

∞⋃
k=1

{
x : ωf (x) <

1

k

}
.

注意到, 振幅函数 ωf 为上半连续 (参见本章末习题 4).
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∗Dynkin 系统

为了进一步理解 σ-代数的结构, 我们引入 Dynkin (邓肯) 系统的概念.
定义 1.31 非空集合 X 上的子集族 D 称作 Dynkin 系统, 是指满足
(1) X ∈ D ;
(2) A ∈ D , 则 Ac ∈ D ;
(3) {Ak}k∈N ⊂ D 两两不交, 则

⋃
k∈N

Ak ∈ D .

很明显, 任意 σ-代数均为 Dynkin 系统.
例 1.32 假设 X 为一具有偶数 2n 个元素的有限集, 则 X 中所有具有偶数个元

素的子集构成的子集族 D 为一 Dynkin 系统. 若 n > 1, 则 D 不为一集合代数, 从而也
不是 σ-代数.

若 D 为一 Dynkin 系统, 则 ∅ ∈ D . 容易看出, (3) 蕴涵了 “D 中集合有限并封闭”.
注意到在 Dynkin系统的定义中, (2)与 (3)表明 “若 A,B ∈ D 且 A ⊂ B,则 B\A ∈ D”.
这是因为 A 与 Bc 不交, 因此 A ∪Bc ∈ D , 从而 B \A = B ∩Ac = (A ∪Bc)c ∈ D .

对于非空集合 X 的子集族 S, 若 S 中单调递增的可数集合列之并以及单调递减

集合列之交均为 S 中的集合, 则称 S 为单调类. 这说明 Dynkin 系统具有 “单调递增
的可数集合列之并封闭” 的性质. 事实上, 若 {Ak} ⊂ D 单调递增, 定义 B1 = A1,
Bk = Ak \ Ak−1 (k ⩾ 2), 则每一 Bk ∈ D 且两两不交. 故由 (3),

⋃
k∈N

Ak =
⋃
k∈N

Bk ∈ D .

再由 (1) 和 (2), 还表明 “单调递减集合列之交封闭”, 可知 Dynkin 系统为单调类.
因此, Dynkin 系统成为 σ-代数需要条件 “D 中集合有限交封闭”.
定理 1.15 X 上的 Dynkin 系统 D 为 σ-代数, 若 D 满足条件 “D 中集合有限

交封闭”.

证明 首先证明若 A,B ∈ D , 则 A \B ∈ D . 事实上, A \B = A \ (A ∩B). 由 “D
中集合有限交封闭” 条件, A∩B ∈ D , 从而由上面的注记, A \B ∈ D . 另外, “D 中集合
有限交封闭” 条件还蕴涵了 “D 中集合有限并封闭”.

下面证明满足 σ-代数定义中的 (3). 假设 {Ak} ⊂ D , 定义

B1 = A1,

Bk = Ak \ (A1 ∪ · · · ∪Ak−1), k ⩾ 2.

则 {Bk} ⊂ D 且两两不交. 由 Dynkin 系统定义中的 (3), ∪Ak = ∪Bk ∈ D .

类似于 σ-代数的情形,对于集合X 的任意子集族 S,可以定义包含 S 的最小Dynkin
系统如下:

δ(S) = ∩{D : D为包含 S 的 Dynkin 系统}.

集合族 δ(S) 也称作 X 的子集族 S 生成的 Dynkin 系统.
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定理 1.16 若集合 X 的任意子集族 S 满足有限交封闭则有 δ(S) = σ(S).

证明 由于 σ-代数为 Dynkin 系统, σ(S) 为 Dynkin 系统, 故 δ(S) ⊂ σ(S). 相反,
如果 δ(S) 为 σ-代数, 则类似可以证明 σ(S) ⊂ δ(S). 因此, 由定理 1.15, 我们只需验证
集合族 δ(S) 满足有限交封闭的性质.

对任意 D ∈ δ(S), 定义

DD = {A ⊂ X : A ∩D ∈ δ(S)}.

不难验证 DD 为一 Dynkin 系统. 任给 E ∈ S, 由 S 满足有限交封闭的假设, S ⊂ DE ,
从而 δ(S) ⊂ DE . 因此对任意 E ∈ S 和 D ∈ δ(S), E ∩D ∈ δ(S). 这说明 S ⊂ DD, 从
而对所有 D ∈ δ(S) 有 δ(S) ⊂ DD, 即 δ(S) 满足有限交封闭的性质.

习题

1. (Baire-Hahn 逼近和插值定理) 我们先从稍微简单的结论出发.
(1) 设 (X, d) 为度量空间, f : X → [−∞,+∞] 下半连续、下有界且 f 6≡ +∞, 对

任意 n ∈ N, 定义 fn(x) = inf
y∈X

{f(y) + nd(x, y)}, x ∈ X. 证明 fn 为 X 上的 Lipschitz

函数且 Lip (f) ⩽ n, 0 ⩽ f1 ⩽ f2 ⩽ · · · ⩽ f 且任给 x ∈ X, lim
n→∞

fn(x) = f(x).
若进一步 X 为局部紧的, 则 fn 定义中的 inf 可以取到, 并且对任意 fn 对应的极

小元 yn, lim
n→∞

yn = x.
若去掉条件 “f 下有界”, 结论亦成立.
(2) 在 (1) 中, 如果定义 fn(x) = inf

y∈X
{f(y) + nd2(x, y)}, 相应结论亦成立.

上述结论称作 Baire 定理. 它可以表述为: 若 X 为度量空间, f : X → R 为下半

连续函数当且仅当 f 为一单调递增连续函数 fn 的逐点收敛极限. 读者可参见文献 [9,
Proposition 7.20] 另一个基于 Urysohn 引理的证明.

(3) 若 X = Rn (赋予标准度量), f : Rn → R 为凸函数, 定义 fε(x) = inf
y∈Rn

{
f(y) +

|x− y|2

2ε

}
, x ∈ Rn, ε > 0. 证明, 存在 ε0 > 0 使得对 ε ∈ (0, ε0), fε 为 C1 的, 并且导数

f ′ε 为 Lipschitz 函数. 而且当 ε↘ 0 时, fε 单调递增逐点收敛于 f .
(4) 设 S 为任意集合, f : Rn × S → R 且 f(·, s) 对任意 s ∈ S 为凸函数, 证明

F (x) = sup
s∈S

f(x, s)仍为凸函数. 结合这一点以及上一习题, 能否给出一个对于一般有界

连续函数 f 利用光滑函数逼近的方法?
上面 (3) 中的逼近在凸分析里称作 Moreau-Yosida 逼近, (4) 中的逼近方法称作
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Lasry-Lions 正则化.
(5) 设 X 为度量空间, f 和 g 分别为 X 上的下半连续函数和上半连续函数, g ⩽ f

(g < f). 证明存在 X 上的连续函数 h 使得 g ⩽ h ⩽ f (g < h < f). (5) 的结论称作
Hahn插值定理[9, Proposition 7.21]. 若 X 为仿紧空间, 这个结论 (C. H. Dowker)也是正确
的. 参见文献 [16, 第 171 页].

2. 设 (X, d) 为度量空间, dA 为关于集合 A ⊂ X 的距离函数. 对任意 X 的子集

A,B, 定义

dH(A,B) = max
{

sup
b∈B

dA(b), sup
a∈A

dB(a)

}
.

dH(A,B) 称作子集 A,B 的 Hausdorff 距离.
(1) 证明 dH 为幂集 P(X) 上的伪度量. (此处度量定义中允许取到 +∞, d 为伪度

量指度量定义中 “d(x, y) = 0 ⇔ x = y” 可能不成立. )
(2) 对任给 A ⊂ X, dH(A,A) = 0. 若 A,B ⊂ X 为闭集且 dH(A,B) = 0,则 A = B.
(3) 设 C(X)为 X 上所有闭集组成的集合族,若 C(X)中的序列 {Ak}依 Hausdorff

距离收敛于 A ∈ C(X), 则 A =
⋂
n⩾1

⋃
k⩾n

Ak.

(4) 证明, 若 (X, d) 为完备度量空间, 则 (C(X), dH) 亦然; 若 (X, d) 为紧度量空间,
则 (C(X), dH) 亦然. 所有 Rn 上的紧凸集在 (C(Rn), dH) 中为闭集.

3. 设 f ∈ C∞(R,R), 且对任意 x ∈ R, 存在 n = n(x), 使得 f (n)(x) = 0. 证明, f
为实多项式.

4. 设 f : Rn → R, 证明 f 的振幅函数 ωf = f − f 为上半连续.
5. 设 F ⊂ R 为闭集且 F c =

⋃
k∈N

(ak, bk) (区间 (ak, bk) 两两不交), 证明, F 为完全

集当且仅当这些区间无公共端点.
6. (Aleksandroff-Hausdorff) 证明, 任意紧度量空间 X 必为标准 Cantor 集 C 在连

续映射下的像.
7. 证明, Cantor 三分集 C 同胚于 Σ∞ = {0, 1}N (赋予乘积拓扑).


