


2 第一章 内积空间

正如我们在前言中所说代数学的基本任务之一是几何的代数化和抽象化. 那么具体
地如何来实现几何的代数化? 前面已经学习的所有关于线性空间和线性映射/变换的理
论, 都是将几何代数化的一部分. 但回想一下, 几何研究中的一些基本几何量, 比如空间
中的 “长度” 和 “角度” 等概念, 到目前为止还没有在抽象的线性空间中实现. 这就是从
本章开始我们准备着手介绍的内积空间理论.

本章中总假定域 F = R 或 C, 并考虑 F 上的线性空间.

1.1 定义与性质

记 R⩾0 为非负实数之集, z 表示复数 z 的共轭.
定义 1.1.1 设 V 是域 F = R或 C上的线性空间. 若二元映射 (·, ·) : V ×V → F

满足如下性质:

(i) (正性) (v, v) ∈ R⩾0, ∀v ∈ V 且 (v, v) = 0 ⇔ v = 0;

(ii) (对称性) (u, v) = (v, u), ∀u, v ∈ V ;

(iii) (数乘线性性) (au, v) = a(u, v), ∀u, v ∈ V , a ∈ F ;

(iv) (加法线性性) (u+ v, w) = (u,w) + (v, w), ∀u, v, w ∈ V ,
则称 (·, ·) 是 V 上的内积, 称 V 是具有内积 (·, ·) 的内积空间.

当 F = R 或 F = C 时, 亦分别称 V 是欧氏空间或酉空间.

在 (ii) 成立的前提下, (iii) 和 (iv) 分别等价于如下的 (iii’) 和 (iv’):

(iii’) (u, av) = ā(u, v), ∀u, v ∈ V , a ∈ F ;

(iv’) (w, u+ v) = (w, u) + (w, v), ∀u, v, w ∈ V .
特别地, 若 V 是欧氏空间, 由于实数的复共轭即为本身, 因此 (ii) 和 (iii’) 亦可分别表为

(u, v) = (v, u) 和 (u, av) = a(u, v), ∀u, v ∈ V, a ∈ F.

一般地, 在同一个 F -线性空间 V 上可以定义不同的内积, 从而形成不同的内积空间.
例 1.1.1 (i) 在列向量空间 Rn 上定义两个实值二元函数 (·, ·)1 和 (·, ·)2 如下:

(x, y)1 = xTy, (x, y)2 = 2xTy, ∀x, y ∈ Rn.

则可以验证 (·, ·)1 6= (·, ·)2, 并且它们均是 Rn 上的内积, 从而 Rn 关于 (·, ·)1 和 (·, ·)2 构

成了不同的欧氏空间.

显然 (·, ·)1 定义的内积即为线性空间 Rn 中向量的点积或点乘 (常记为 x · y). 此内
积通常称为 Rn 的标准内积.
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(ii) 列向量空间 Cn 上的复值二元函数 (x, y) = xTȳ 是复线性空间 Cn 的内积, 亦
称为标准内积.

若无特别说明, 本书中 F = R 或 C 上的内积空间 Fn 即指线性空间 Fn 关于标准

内积形成的内积空间.

从现在起, 本章中若无特别说明, 内积空间 V 上的内积总记为 (·, ·).
例 1.1.2 对实数中有限闭区间 [a, b], 记 C([a, b]) 为 [a, b] 上连续函数 f(x) 之集.

则 C([a, b])关于函数的加法、函数与实数的数乘运算构成一个实线性空间. 定义实值二
元函数

(f(x), g(x)) =

∫ b

a

f(t)g(t)dt, ∀f(x), g(x) ∈ C([a, b]).

则 (·, ·) 是 C([a, b]) 上的一个内积, 从而使得 C([a, b]) 成为一个欧氏空间. 此内积在工
程计算中有着重要应用.

可以验证, 若 (·, ·) 是 V 上的一个内积, 则

(i) (au+ bv, w) = a(u,w) + b(v, w),

(ii) (w, au+ bv) = ā(w, u) + b̄(w, v),
其中 u, v, w ∈ V , a, b ∈ F . 上述等式反映的性质一般称为欧氏空间内积的双线性性质
和酉空间内积的半双线性性质或酉双线性性质.

若 W 是内积空间 V 的一个子空间, 则由定义不难看出 W 关于 V 的内积 (即将 V

上内积映射限制到 W 上) 也构成一个内积空间, 即有:
事实 1.1.1 内积空间的子空间关于原内积亦是内积空间.

正如线性空间中任意向量均可通过在一组基下的坐标向量表示,内积空间中任意两
个向量的内积亦可由其坐标向量表示, 即有内积的如下计算方式.

设 α = {α1, α2, · · · , αn} 是 n 维内积空间 V 的一组基. 定义 V 上内积在 α 下的

度量矩阵为

A = ((αi, αj))n×n =


(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αn)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αn)
...

...
...

(αn, α1) (αn, α2) · · · (αn, αn)

 . (1.1)

设 u, v ∈ V 在 α 下的坐标分别为

x =


x1

x2
...
xn

 , y =


y1

y2
...
yn

 .
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则有如下计算

(u, v) =

 n∑
i=1

xiαi,

n∑
j=1

yjαj

 =

n∑
i=1

xi

 n∑
j=1

(αi, αj)yj

 = xTAȳ. (1.2)

由内积的对称性易知如下性质.
命题 1.1.1 域 F 上有限维内积空间的内积在一组基下的度量矩阵 A 是一个

Hermite (埃尔米特) 矩阵, 即 ĀT = A. 若 F = R, 则欧氏空间内积的度量矩阵是
一个实对称矩阵.

注 1.1.1 对 F = R 或 C 上的矩阵 A ∈ Fm×n, 记其共轭转置为

AH = ĀT. (1.3)

那么 A 是 Hermite 矩阵即指 AH = A. 显然若 F = R 则 AH = AT.

度量矩阵 A与基相关, 一旦基确定则 A亦确定. 那么度量矩阵依赖于基的选取, 但
是 (u, v) 的值却与基的选取无关. 自然地我们要问, 内积空间上的内积在不同基下的度
量矩阵之间有何种联系?

域 F 上两个方阵 A,B 分别称为合同的或 Hermite 合同的, 若存在 F 上可逆矩

阵 M 使得 B = MTAM 或 B = MTAM , 其中 M 称为由 A 到 B 的合同过渡矩阵

或 Hermite 合同过渡矩阵. 由定义易知 F 上方阵的合同和 Hermite 合同分别是等价
关系.

注 1.1.2 (i) Hermite 合同适用于 F = R 或 C, 而合同适用于一般的域. 特

别地, 若 F = R, 则 Hermite 合同即为合同.

(ii) 等价地, A 与 B 是 Hermite 合同的当且仅当存在可逆矩阵 M 使得

B =MHAM .

设 α = {α1, α2, · · · , αn} 和 β = {β1, β2, · · · , βn} 是内积空间 V 的两组基, 从 α 到

β 的过渡矩阵为 M . 若向量 u, v 在基 α 下的坐标分别为 x, y, 在基 β 下的坐标分别为

x′, y′, 则

x =Mx′, y =My′. (1.4)

设 V 上内积在基 α 和 β 下的度量矩阵分别为 A 和 B, 则

(u, v) = xTAȳ = x′TBy′. (1.5)

由 (1.4) 式和 (1.5) 式得

x′TMTAMy′ = x′TBy′,
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从而由 x′ 和 y′ 的任意性易得

B =MTAM, (1.6)

从而 A,B 是 Hermite 合同的. 由此得如下结论:
命题 1.1.2 一个有限维内积空间上的内积在两组不同基下的度量矩阵是Hermite

合同的, 且其 Hermite 合同过渡矩阵即为两组基之间的过渡矩阵.

例 1.1.3 已知 α1 =


1

1

0

0

, α2 =


1

0

1

0

, α3 =


−1

0

0

1

, α4 =


1

−1

−1

1

 为欧氏空间

R4 的一组基, 向量 u, v ∈ R4 在这组基下的坐标分别为


1

2

3

4

 和

2

0

1

0

.

(i) 求标准内积在此基下的度量矩阵 A;
(ii) 求 (u, v).
解 (i) 由定义

A =


(α1, α1) (α1, α2) (α1, α3) (α1, α4)

(α2, α1) (α2, α2) (α2, α3) (α2, α4)

(α3, α1) (α3, α2) (α3, α3) (α3, α4)

(α4, α1) (α4, α2) (α4, α3) (α4, α4)

 =


2 1 −1 0

1 2 −1 0

−1 −1 2 0

0 0 0 4

 .

(ii) 由 (1.2) 式有

(u, v) =
(
1 2 3 4

)


2 1 −1 0

1 2 −1 0

−1 −1 2 0

0 0 0 4




2

0

1

0

 =
(
1 2 3 16

)

2

0

1

0

 = 5.

作为内积空间几何意义的体现, 我们现在引入空间中向量的长度及夹角的概念.
定义 1.1.2 设 V 是内积空间, v ∈ V . 称 |v| def

=
√
(v, v) 为 v 的长度.

显然, 由定义可知内积的正性条件保证了向量的长度是合理定义的.
对 k ∈ F, v ∈ V , 易见有 |kv| = |k||v|, 因此对内积空间上的数乘的意义可以理解为:

数乘是对向量长度的一个 “倍乘” 作用.
进一步地, 对于内积与长度的关系我们有如下基本结论:
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定理 1.1.1（Cauchy-Schwarz (柯西–施瓦茨) 不等式） 设 V 是域 F 上的内积空

间. 则
|(u, v)| ⩽ |u||v|, ∀u, v ∈ V, (1.7)

其中等号成立当且仅当 u, v 线性相关.

证明 若 v = 0, 则 (1.7) 式两边均为零. 此时显然 α, β 线性相关.
若 v 6= 0, 则对任意 a ∈ F 有

0 ⩽ |u− av|2 = (u− av, u− av) = (u, u)− a(u, v)− a(v, u) + aā(v, v). (1.8)

令 a =
(u, v)

(v, v)
, 则上式右边等于 (u, u)− |(u, v)|2

(v, v)
, 由此即得

|(u, v)|2 ⩽ (u, u)(v, v), 即 |(u, v)| ⩽ |u||v|.

若上式中等号成立, 则 (1.8) 式中等号亦成立. 那么 u = av =
(u, v)

(v, v)
v, 从而 u, v 线性

相关.
反之, 若 u, v 线性相关, 则不妨设 u = av, 其中 a ∈ F . 那么

|(u, v)| = |a||(v, v)| = |a||v|2 = |av||v| = |u||v|,

即 (1.7) 式中等号成立.

对例 1.1.1 (ii) 中的标准内积空间 Cn, 定理 1.1.1 即给出中学阶段已熟知的 Cauchy
不等式

|x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn|2 ⩽ (|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2)(|y1|2 + |y2|2 + · · ·+ |yn|2),

其中 xi, yi ∈ C, i = 1, 2, · · · , n.
对例 1.1.2 中的内积空间 C([a, b]), 相应的不等式为(∫ b

a

f(t)g(t)dt
)2

⩽
(∫ b

a

f(t)2dt
)(∫ b

a

g(t)2dt
)
.

根据定理 1.1.1和区间 [−1, 1]上的反三角函数 arccos, 我们可以定义欧氏空间中向
量的夹角如下:

定义 1.1.3 欧氏空间 V 中非零向量 u, v 的夹角定义为

∠(u, v) = arccos (u, v)
|u||v|

∈ [0,π].

对任意向量 u, v ∈ V , 若 (u, v) = 0, 则称 u, v 在 V 的内积下正交或简称为 u, v 正交, 并
记作 u ⊥ v.
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此定义中我们要求 V 是欧氏空间, 原因是函数 arccos 定义域为实数区间 [−1, 1].
因此酉空间上一般不定义向量的夹角. 但若酉空间 V 中 (u, v) = 0, 则也称 u, v 正交并

记作 u ⊥ v.

对内积空间 V 中向量 v 和子集 T , 若 v 与 T 中所有向量均正交, 则称 v 与 T 正

交并记作 v ⊥ T . 若子集 S 中任意向量均与 T 正交, 则称 S 与 T 正交并记作 S ⊥ T .
例 1.1.4 欧氏空间 R3 中的正交即反映了解析几何中向量的垂直关系.
例 1.1.5 可以验证 C([−π,π])的子集 {1, sinx, cosx, · · · , sinnx, cosnx, · · · }中元

素在例 1.1.2 的内积下两两正交. 此集合称为区间 [−π,π] 上的一个正交函数组, 与所谓
的 Fourier (傅里叶) 级数有着紧密的联系.

下面的简单性质由正交的定义直接可得

性质 1.1.1 设 V 是一个内积空间, U,W 是 V 的子空间, v ∈ V . 那么

(i) v ⊥ v 当且仅当 v = 0;

(ii) 若 v ⊥ U 且 v ∈ U , 则 v = 0;

(iii) 若 U ⊥W , 则 U ∩W = {0}.

由定义 1.1.1、定义 1.1.3 以及定理 1.1.1, 可以推出域 F 上的内积空间 V 中长度具

有如下性质 (请读者自行证明):

(i) |v| ⩾ 0, ∀v ∈ V 且 |v| = 0 ⇔ v = 0;

(ii) |av| = |a||v|, ∀a ∈ F, v ∈ V ;

(iii) (三角不等式) |u+ v| ⩽ |u|+ |v|, ∀u, v ∈ V ;

(iv) (勾股定理) 若 u, v ∈ V 且 u ⊥ v, 则 |u+ v|2 = |u|2 + |v|2.
(i)—(iv)说明内积空间中向量长度的概念与三维现实线性空间中通常的长度概念有着相
同的性质.

在内积空间中若一个子集中的向量均非零且两两正交, 则称其为正交向量集.
定理 1.1.2 内积空间中的正交向量集必为线性无关向量集, 但反之不然.

证明 设 {vi | i ∈ I} 是内积空间 V 的一个正交向量集, 即 vi 6= 0, ∀i ∈ I 且

(vi, vj) = 0, ∀i, j ∈ I, i 6= j. 设有不同指标 i1, i2, · · · , in ∈ I 和元素 a1, a2, · · · , an ∈ F

使得

a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn = 0.

对 i = 1, 2, · · · , n, 两边与 vi 做内积即得 ai(vi, vi) = 0, 再由 vi 6= 0 得 ai = 0. 因此
{vi | i ∈ I} 线性无关.

作为逆命题不成立的例子, R2 中向量 (1, 0) 和 (1, 1) 线性无关但不正交.

若内积空间的一个正交向量集中每个向量均是单位向量, 则称其为标准正交集.
定理 1.1.3 设 V 是域 F 上的内积空间, S = {vi | i ∈ I} 是 V 的一个正交向量
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集, 则对任意 u ∈ SpanS 有
u =

∑
i∈I

(u, vi)

(vi, vi)
vi,

其中至多有有限个 i ∈ I 使得 (u, vi) 6= 0.

证明 设 u =
∑
j∈I

ajvj , 其中 aj ∈ F , j ∈ F 且至多有限个非零. 那么对 i ∈ I 有

(u, vi) =

∑
j∈I

ajvj , vi

 = ai(vi, vi),

由 vi 6= 0 即得 ai =
(u, vi)

(vi, vi)
.

推论 1.1.1 若定理 1.1.3 中 S 是标准正交集, 则对任意 u ∈ SpanS 有 u =∑
i∈I

(u, vi)vi.

习题 1.1

1. 问如下定义的映射是不是一个内积?

(i) (u, v) =

√√√√ n∑
i=1

a2i b
2
i ;

(ii) (u, v) =

(
n∑

i=1

ai

) n∑
j=1

bj

;

(iii) (u, v) =

n∑
i=1

kiaibi (ki > 0, i = 1, 2, · · · , n).

这里 u = (a1, a2, · · · , an)T, v = (b1, b2, · · · , bn)T 为 Rn 中的向量.
2. 设 u = (a1, a2), v = (b1, b2) 为二维实线性空间 R2 中的任意两个向量. 问: 如下

定义的映射是不是一个内积?
(i) (u, v) = a1b2 + a2b1;
(ii) (u, v) = (a1 + a2)b1 + (a1 + 2a2)b2;
(iii) (u, v) = a1b1 + a2b2 + 1.
3. 在一个内积空间 V 中, 定义向量 u 与 v 的距离为 d(u, v) = |u− v|. 证明: 对于

V 中的向量 v1, v2, v3 而言, 有如下不等式:

d(v1, v3) ⩽ d(v1, v2) + d(v2, v3).

4. 证明: 在一个内积空间 V 中, 对任意向量 u, v, 以下等式成立:
(i) |u+ v|2 + |u− v|2 = 2|u|2 + 2|v|2;
(ii) (u, v) =

1

4
|u+ v|2 − 1

4
|u− v|2.
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5. 在欧氏空间 R4 中,求其上的内积在基 {α1, α2, α3, α4}下的度量矩阵,其中 α1 =

(1, 1, 1, 1), α2 = (1, 1, 1, 0), α3 = (1, 1, 0, 0), α4 = (1, 0, 0, 0).
6. 设 R3关于某内积形成欧氏空间,已知内积在基 α1 = (1, 1, 1), α2 = (1, 1, 0), α3 =

(1, 0, 0) 下的度量矩阵为 B =


2 0 1

0 1 −2

1 −2 3

. 求内积在基 ξ1 = (1, 0, 0), ξ2 = (0, 1, 0),

ξ3 = (0, 0, 1) 下的度量矩阵.
7. 设 V 是 n 维欧氏空间, 取定 2n 个向量 v1, v2, · · · , vn, u1, u2, · · · , un ∈ V . 证

明: 若存在非零向量 v ∈ V 使得
n∑

i=1

(v, vi)ui = 0, 则一定存在非零向量 u ∈ V 使得

n∑
i=1

(u, ui)vi = 0.

8. 设 {α1, α2, · · · , αn} 是域 F 上内积空间 V 中的向量组 (这里 F = C 或 R), 其
Gram (格拉姆) 矩阵定义为

G(α1, α2, · · · , αn) =


(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αn)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αn)
...

...
...

(αn, α1) (αn, α2) · · · (αn, αn)

 .

(若 {α1, α2, · · · , αn} 是一组基, 则上式定义的 Gram 矩阵就是内积的度量矩阵.) 令

R =


x =


x1

x2
...
xn

 ∈ Fn | x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn = 0


.

证明: x ∈ R 当且仅当 G(α1, α2, · · · , αn)x = 0.
9. (i) 设有 n 维欧氏空间 V 中的向量 v1, v2, · · · , vn+1, 使得 (vi, vj) < 0 对于任意

的 i 6= j 均成立. 证明: v1, v2, · · · , vn+1 中任意 n 个向量均构成 V 的一组基;
(ii) 设有 n 维欧氏空间 V 中的 m 个向量 v1, v2, · · · , vm, 使得 (vi, vj) < 0 对于任

意的 i 6= j 均成立. 证明: m ⩽ n+ 1.
10. 设 n 维内积空间 V 中有 m 维子空间 U 和 W , 以及 U 中非零向量 u 使得

u ⊥W . 证明: 存在 W 中非零向量 w 使得 w ⊥ U .
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1.2 标准正交基和正交补

定义 1.2.1 若内积空间 V 的一组基 {ξi | i ∈ I} 同时是正交向量集, 则称其为 V

的一组正交基. 若此基是标准正交向量集, 则称其为 V 的一组标准正交基.

容易验证下面的结论, 请读者自行证明.
命题 1.2.1 n 维内积空间 V 的一组基 ξ1, ξ2, · · · , ξn 是 V 的一组正交基 (标准

正交基) 的充要条件是 V 上内积在此基下的度量矩阵是对角矩阵 (单位矩阵).
例 1.2.1 对 F = R 或 C, 标准基 e1, e2, · · · , en 是 Fn 的一组标准正交基.

一个基本的问题, 是否任意一个内积空间中都存在 (标准) 正交基? 本节中我们将
通过构造性的方法证明任意一个有限维内积空间中都存在 (标准) 正交基.

定理 1.2.1（Schmidt (施密特) 正交化） 设 α1, α2, · · · , αn 是 n 维内积空间 V

的一组基. 那么存在 V 的一组正交基 η1, η2, · · · , ηn 使得

Span{α1, α2, · · · , αi} = Span{η1, η2, · · · , ηi}, i = 1, 2, · · · , n, (1.9)

其中 η1 = α1, 并对 i = 2, · · · , n 有

ηi = αi −
(αi, η1)

(η1, η1)
η1 −

(αi, η2)

(η2, η2)
η2 − · · · − (αi, ηi−1)

(ηi−1, ηi−1)
ηi−1. (1.10)

证明 我们通过对 i = 1, 2, · · · , n归纳证明 (1.10)式递推定义的向量组 {η1, η2, · · · ,

ηi} 是正交向量集, 即其中向量非零且两两正交, 并且 (1.9) 式成立. 特别地, 当 i = n 时

正交向量集 {η1, η2, · · · , ηn} 即为 V 的一组正交基.

当 i = 1 时 η1 = α1 非零, 结论显然. 假设结论对 i− 1 成立, 并由 (1.10) 式定义 ηi.
下面证明结论对 i 成立. 由 (1.10) 式不难看出

α1, α2, · · · , αi ∈ Span{η1, η2, · · · , ηi}.

由 α1, α2, · · · , αi 线性无关即知 (1.9) 式成立且 η1, η2, · · · , ηi 线性无关. 特别地 ηi 6= 0.
那么只需再证明对 j = 1, 2, · · · , i − 1 有 ηi 与 ηj 正交. 由归纳假设 η1, η2, · · · , ηi−1 两

两正交, 因此 (1.10) 式两边与 ηj 做内积即得

(ηi, ηj) = (αi, ηj)−
(αi, ηj)

(ηj , ηj)
(ηj , ηj) = 0.

由归纳法结论证毕.

由定理 1.2.1, 有限维内积空间 V 总存在正交基.
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注 1.2.1 要构造 n 维内积空间的一组标准正交基 ξ1, ξ2, · · · , ξn, 有两种等

价的方式.

(i) 先完成上述 Schmidt 正交化过程获得一组正交基 η1, η2, · · · , ηn, 然

后对每个基向量单位化即得一组标准正交基 ξ1 =
η1
|η1|

, · · · , ξn =
ηn
|ηn|

;

(ii) 令 η1 = α1, ξ1 =
η1
|η1|

, 并对 i = 2, · · · , n 归纳地定义

ηi = αi − (αi, ξ1)− (αi, ξ2)− · · · − (αi, ξi−1), ξi =
ηi
|ηi|

.

注 1.2.2 当内积空间 V 是可数无限维时, 对其一组基 α1, α2, · · · 同样可用

上面的 Schmidt 正交化过程构造 (标准) 正交基.

例 1.2.2 已知 α1 =


1

2

−1

, α2 =


−1

3

1

, α3 =


4

−1

0

 是 R3 的一组基. 求 R3

的一组标准正交基 ξ1, ξ2, ξ3 使得 Span{α1} = Span{ξ1}, Span{α1, α2} = Span{ξ1, ξ2}.
解 作 Schmidt 正交化

η1 = α1, η2 = α2 −
(α2, η1)

(η1, η1)
η1 =


−1

3

1

− 4

6


1

2

−1

 =
5

3


−1

1

1

 ,

η3 = α3 −
(α3, η1)

(η1, η1)
η1 −

(α3, η2)

(η2, η2)
η2 =


4

−1

0

− 1

3


1

2

−1

+
5

3


−1

1

1

 = 2


1

0

1

 .

再将 η1, η2, η3 单位化即得符合要求的一组标准正交基

ξ1 =
η1
|η1|

=
1√
6


1

2

−1

 , ξ2 =
η2
|η2|

=
1√
3


−1

1

1

 , ξ3 =
η3
|η3|

=
1√
2


1

0

1

 .

设 ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 和 η = {η1, η2, · · · , ηn} 是内积空间 V 的两组标准正交基,
A = (aij)n×n 是从基 ξ 到基 η 的过渡矩阵. 那么

ηi =

n∑
k=1

akiξk, i = 1, 2, · · · , n.
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于是有

δij = (ηi, ηj) =

(
n∑

k=1

akiξk,

n∑
l=1

aljξl

)
=

n∑
k=1

n∑
l=1

akialj(ξk, ξl)

=

n∑
k=1

n∑
l=1

akialjδkl =

n∑
k=1

akiakj .

这表明 ATĀ = In, 也等价于 AHA = In, 其中按 (1.3) 式 AH = ĀT 表示 A 的共轭

转置. 那么 A 可逆且

A−1 = AH.

由此我们引入如下定义:
定义 1.2.2 设 A是域 F = R或 C上的 n阶方阵. 若 AAH = In,即 A−1 = AH,则

称 A是一个 n阶正交矩阵或 n阶酉矩阵. 特别地,正交矩阵 A是酉矩阵,且 A−1 = AT.

由定义容易验证如下事实:
事实 1.2.1 (i) 酉矩阵 (正交矩阵) 的乘积、转置、共轭、逆矩阵仍为酉矩阵 (正

交矩阵);

(ii) 酉矩阵的行列式模为 1, 特别地, 正交矩阵的行列式总是 ±1.
定理 1.2.2 设 V 是 F = R 或 C 上的 n 维内积空间. 那么

(i) 对 V 的两组基 ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn}, η = {η1, η2, · · · , ηn} 以及从 ξ 到 η 的过渡

矩阵 A, 下面三个陈述中任意两个成立蕴涵余下的一个也成立:

À ξ 是标准正交基;

Á η 是标准正交基;

Â A 是酉矩阵.

(ii) A ∈ Fn×n 是酉矩阵当且仅当它是 Fn 中某两组标准正交基间的过渡矩阵.

(iii) A ∈ Fn×n 是酉矩阵当且仅当 A 的列 (行) 向量组是 Fn 上的一组标准正交基.

证明 (i) 下面的证明中我们使用命题 1.2.1 的结论.

(1) + (2) ⇒ (3). V 上内积在 ξ 和 η 下的度量矩阵均为 In, 因此由 (1.6) 式得
In = ATInĀ, 从而 A 是酉矩阵.

(1)+(3) ⇒ (2). V 上内积在 ξ 下的度量矩阵为 In. 再由 (1.6) 式得 V 上内积在 η

下的度量矩阵为 ATInĀ = In, 因此 ξ 亦是标准正交基.

(1)+(2) ⇒ (3). η 到 ξ 的过渡矩阵 A−1 亦是酉矩阵, 那么同上即得.

(ii) 充分性. 由 (i) 中 (1) + (2) ⇒ (3) 即得.

必要性. 设 A 是酉矩阵. 那么 A 的列向量 α1, α2, · · · , αn 构成 Fn 的一组基, 且标
准正交基 {e1, e2, · · · , en} 到 {α1, α2, · · · , αn} 的过渡矩阵即为 A. 由 (i) 中 (1)+(3) ⇒

(2) 即知 {α1, α2, · · · , αn} 是标准正交基.
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(iii) 由上述讨论以及 (1.6) 式, Fn 上内积在 A 的列向量 α1, α2, · · · , αn 下的度量

矩阵为 ATInĀ. 因此 {α1, α2, · · · , αn} 是标准正交基当且仅当 ATĀ = In, 当且仅当 A

是酉矩阵.
对 A 的行向量同理可证.

命题 1.2.2 设 V 是 n 维内积空间, ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn} 是 V 的一组标准正

交基. 那么 V 上线性变换 φ 在 ξ 下的矩阵为 A = (aij)n×n, 其中 aij = (φ(ξj), ξi),
i, j = 1, 2, · · · , n.

证明 由定理 1.1.3, φ(ξj) =
n∑

i=1

(φ(ξj), ξi)ξi. 由定义 (a1j , a2j , · · · , anj)T 是 φ(ξj)

在 ξ 下的坐标, 因此结论成立.

在本节最后, 我们讨论内积空间中特殊类型的子空间直和——正交和.
定义 1.2.3 设 V 是内积空间.
(i)若 V1, V2, · · · , Vk 是 V 的 k个子空间且两两正交,则称其和空间 V1+V2+· · ·+Vk

为正交和;
(ii) 若 V 有子空间 W,U 满足 V =W + U 是正交和, 则称 W 与 U 互为正交补.
由性质 1.1.1 (iii) 知, 两个子空间的正交和必为直和. 进一步对有限个子空间的情

形同样有:
定理 1.2.3 若内积空间 V 中的子空间 V1, V2, · · · , Vk 两两正交, 则正交和 V1 +

V2 + · · ·+ Vk 必是直和, 但反之不然.

证明 由假设可知对 i = 1, 2, · · · , k 有 Vi ⊥

∑
j ̸=i

Vj

, 那么由性质 1.1.1 (iii) 有

Vi ∩

∑
j ̸=i

Vj

 = 0.

根据定义 V1 + V2 + · · ·+ Vk 是直和.
作为逆命题不成立的例子, 直和 R2 = Span{(1, 0)}+ Span{(1, 1)} 不是正交和.

特别地, 正交补必为直和补, 但反之不然. 由直和理论已经知道, 直和补必然存在但
一般不唯一. 但更强条件下的正交补存在且唯一, 即有:

定理 1.2.4 有限维内积空间 V 的每个子空间 W 存在唯一的正交补 U .

证明 先证明存在性. 令

U = {u ∈ V | (u,w) = 0,∀w ∈W}.

易验证 U 是 V 的子空间, 且显然 W ⊥ U . 取 U 的一组正交基 α1, α2, · · · , αm 并扩充

为 V 的一组基 α1, · · · , αm, αm+1, · · · , αn. 容易看出 Schmidt 正交化可将其变为一组
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正交基

η1 = α1, η2 = α2, · · · , ηm = αm, ηm+1, ηm+2, · · · , ηn.

由于 ηm+1, · · · , ηn ∈ U , 因此有 V =W + U , 从而 U 是 W 的正交补.
再证明唯一性. 若 V = W + U ′ 是正交和, 则由定义显然有 U ′ ⊆ U . 由于 W + U

和 W + U ′ 均为直和, 我们有

dimU = dimV − dimW = dimU ′,

因此 U = U ′.

由定理 1.2.4及其证明,我们可将有限维内积空间 V 的子空间W 唯一的正交补记为

W⊥ = {u ∈ V | (u,w) = 0,∀w ∈W}. (1.11)

从而 V =W ⊕W⊥. 特别地,

dimW + dimW⊥ = dimV,

即任意子空间与其正交补的维数之和恰为整个空间的维数.
此时任意 v ∈ V 都可唯一地分解为 v = w+u,其中 w ∈W , u ∈W⊥,即 (w, u) = 0.

我们称 w 为向量 v 在子空间 W 上的内射影或投影. 此定义来源于几何, 比如我们有下
面的例子:

设 V = R3, 子空间 W 为平面 xOy, 则 W⊥ 就是 z 轴. 任意向量 v = (a, b, c) ∈ R3

有分解 v = w + u, 其中 w = (a, b, 0) ∈ W , u = (0, 0, c) ∈ W⊥. 那么 v 在 W 上的投影

w 即为从原点到由 v 的顶端对 xOy 平面作垂线所得垂足的向量 (参见图 1.1).

图 1.1

例 1.2.3 设有 R3 的基 α1 = (1, 1, 0), α2 = (1, 0, 0), α3 = (0, 0, 1) 和向量 v =

(1, 2, 3). 令 W = Span{α1, α2}. 那么 W⊥ = Span{α3}. 易知 v = 2α1 − α2 + 3α3, 而
2α1 − α2 ∈W , 3α3 ∈W⊥, 因此 v 在 W 上的投影为 2α1 − α2.

读者可尝试对无限维内积空间 V 的有限维子空间 W 证明定理 1.2.4.
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习题 1.2

1. 设 A,B 是 n 阶实对称矩阵, 定义 (A,B) = tr(AB).
(i) 证明: 所有 n 阶实对称矩阵所组成的线性空间 V 关于内积 (· , ·) 成为一个欧氏

空间;
(ii) 求 V 的维数;
(iii) 求使得 tr(A) = 0 的所有 A 构成的子空间 W 的维数;
(iv) 求 W⊥ 的一个基.

2. 证明: 次数小于 4 的所有一元多项式以 (f, g) =

∫ 1

0

f(x)g(x)dx 为内积构成欧

氏空间 R[x]4. 令 V 是常数多项式组成的子空间. 求 V ⊥ 以及它的一个基.
3. 设 V 是一个内积空间.
(i) 设向量 u, v ∈ V 等长, 证明: u+ v 与 u− v 正交;
(ii)令 V 是有限维的，设W 是 V 的子空间,证明: dimW+dimW⊥ = n, (W⊥)⊥ =

W ;
(iii) 一般地，(W⊥)⊥ ⊇W . 举例使得 (W⊥)⊥ ⫌W .
4. 设 W1,W2 是欧氏空间 V 的两个子空间. 证明:
(i) (W1 +W2)

⊥ =W⊥
1 ∩W⊥

2 ;
(ii) (W1 ∩W2)

⊥ =W⊥
1 +W⊥

2 .
5. 在欧氏空间 R4 中求一单位向量 v, 使其与 (1, 1,−1, 1), (1,−1,−1, 1), (2, 1, 1, 3)

正交.
6. (i)设 ξ1, ξ2, ξ3 是三维欧氏空间中一组标准正交基,证明: α1 =

1

3
(2ξ1+2ξ2−ξ3),

α2 =
1

3
(2ξ1 − ξ2 + 2ξ3), α3 =

1

3
(ξ1 − 2ξ2 − 2ξ3) 也是一组标准正交基;

(ii)设 ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5 是五维欧氏空间 V 中一组标准正交基. 令 V1 = Span{α1, α2,

α3}, 其中 α1 = ξ1 + ξ5, α2 = ξ1 − ξ2 + ξ4, α3 = 2ξ1 + ξ2 + ξ3. 求 V1 的一个标准正交基.
7. 下列矩阵是不是正交矩阵? 说明理由:

(i)


√
3

2
−1

2

1

2

√
3

2

 ; (ii)



√
2

2

√
2

6

√
2

3

0 −2
√
2

3

√
1

3

−
√
2

2

√
2

6

2

3


.

8. 设 α 为 n 维欧氏空间 Rn 中的单位向量. 证明: 存在 n 阶正交矩阵 A, 使得 α

为 A 的第一列 (或第一行).
9. 设 v 为 n 维列向量, 满足 vTv = 1. 令 A = In − 2vvT, 证明 A 是对称的正交
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矩阵.
10. 设 α1, α2, · · · , αn 是内积空间 V 的一组基. 证明:
(i) 若 v ∈ V 满足 (v, αi) = 0, i = 1, 2, · · · , n, 则 v = 0;
(ii) 若 v1, v2 ∈ V 满足 (v1, w) = (v2, w), ∀w ∈ V , 则 v1 = v2.
11. 设 α1, α2, · · · , αm 是 n 维欧氏空间 V 中一组向量. 称其 Gram 矩阵的行列式

|G(α1, α2, · · · , αm)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(α1, α1) (α1, α2) · · · (α1, αm)

(α2, α1) (α2, α2) · · · (α2, αm)

...
...

...

(αm, α1) (αm, α2) · · · (αm, αm)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
为 Gram 行列式. 证明: α1, α2, · · · , αm 线性相关当且仅当 |G(α1, α2, · · · , αm)| = 0.

12. 给定欧氏空间 R4 的向量组 α1 = (1, 0, 1, 0)T, α2 = (0, 1, 2, 1)T, α3 = (−2, 1,

0, 1)T.
(i) 求出 Span{α1, α2, α3} 的一组标准正交基;
(ii) 将 α1, α2, α3 扩充成 R4 的一组标准正交基.
13. 设 A,B 是两个 n 阶正交矩阵, 且 |AB| = −1. 证明:
(i) |ATB| = |ABT| = |ATBT| = −1;
(ii) |A+B| = 0.
14. 证明: 在 n 维欧氏空间 V 中, 两两成钝角的非零向量不多于 n+ 1 个.
15. 设 α1, α2, · · · , αn 是 n 维欧氏空间 V 中的一组基, 试证明这组基为 V 的一组

标准正交基的充要条件为: 对于 V 中任意两个向量 α, β, 若

α = x1α1 + x2α2 + · · ·+ xnαn, β = y1α1 + y2α2 + · · ·+ ynαn,

则必有 (α, β) = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn.

16. 设 v, w 是 n 维内积空间 V 中两个不同的向量, 且 |v| = |w| = 1. 证明:
(v, w) 6= 1.

17. 设 A 为 n 阶实矩阵, 证明: A 可以分解成

A = QR,

其中 Q 为正交矩阵, R 是一个对角线上全为非负实数的上三角形矩阵. 当 A 为 n 阶非

奇异实矩阵时, R 的对角线上的元素恒正且这种分解是唯一的.
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1.3 正交映射与酉映射

与一般线性空间相比, 内积空间具有更丰富的结构. 设 V 和 W 是域 F 上的内积

空间, φ : V → W 是线性映射. 我们希望考虑具有特殊性质的 φ, 使其能够反映 V 与

W 内积结构的联系.
定义 1.3.1 设 V 和 W 是 F = R 或 C 上的内积空间. 若线性映射 φ : V → W

保持内积不变, 即

(φ(u), φ(v)) = (u, v), ∀u, v ∈ V,

则称 φ 是 V 到 W 的正交映射或酉映射.

此定义的条件称为保内积性, 由此条件我们直接得到:
事实 1.3.1 正交映射 (酉映射) 的复合仍是正交映射 (酉映射).

正交映射和酉映射的意义可以通过以下几个方面刻画:
定理 1.3.1 设 φ 是 F = R 或 C 上内积空间 V 到 W 的线性映射. 那么下面的

条件等价:

(i) (保内积) φ 是正交映射或酉映射;

(ii) (保长度) φ 保持向量长度不变, 即 |φ(v)| = |v|, ∀v ∈ V ;

(iii) (保标准正交集) 若 {vi | i ∈ I} 是 V 的标准正交集, 则 {φ(vi) | i ∈ I} 是 W

的标准正交集.

证明 (i) ⇔ (ii). 若 φ 保内积, 则对任意 v ∈ V 有 (φ(v), φ(v)) = (v, v), 从而
|φ(v)| = |v|.

反之, 若 φ 保长度, 则对任意 u, v ∈ V 有

2Re (φ(u), φ(v)) = (φ(u), φ(v)) + (φ(v), φ(u))

= |φ(u+ v)|2 − |φ(u)|2 − |φ(v)|2

= |u+ v|2 − |u|2 − |v|2

= (u, v) + (v, u) = 2Re (u, v).

若 F = R, 则由上式即得 (φ(u), φ(v)) = (u, v). 若 F = C, 则由任意性以 iv 代替 v 易得

Im (φ(u), φ(v)) = Re (−i(φ(u), φ(v))) = Re (φ(u), φ(iv)) = Re (u, iv) = Im (u, v),

因此有 (φ(u), φ(v)) = (u, v).

由于保内积显然蕴涵保正交性, (i) + (ii) ⇒ (iii) 是显然的.
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(iii) ⇒ (ii) 亦显然. 任意 v ∈ V 均可表为 v = au, 其中 u ∈ V 是单位向量, a ∈ F .
那么

|φ(v)| = |φ(au)| = |aφ(u)| = |a||φ(u)| = |a||u| = |au| = |v|.

注 1.3.1 注意到对线性映射 φ, 上述定理中条件 (ii) 也等价于

d(φ(u), φ(v)) = |φ(u)− φ(v)| = |u− v| = d(u, v), ∀u, v ∈ V,

即 φ 保持向量之间的距离. 因此正交映射和酉映射亦统称为保距线性映射.

推论 1.3.1 内积空间 V 到 W 的保距线性映射 φ 必为单射.

证明 对 v ∈ Kerφ 有 |v| = |φ(v)| = |0| = 0, 因此 v = 0, 即 Kerφ = {0}, 从而 φ

是单射.

推论 1.3.2 欧氏空间 V 到 W 的保距线性映射 φ 保持非零向量的夹角, 即对任
意非零向量 u, v ∈ V 有 ∠(φ(u), φ(v)) = ∠(u, v).

证明 由推论 1.3.1, φ(u), φ(v) 非零, 因此

∠(φ(u), φ(v)) = arccos (φ(u), φ(v))
|φ(u)||φ(v)|

= arccos (u, v)
|u||v|

= ∠(u, v).

现在我们讨论特殊的保距线性映射.
定义 1.3.2 设 V 和 W 是 F 上的内积空间. 若 φ : V →W 是线性同构并且是保

距线性映射, 则称 φ 是保距线性同构或简称保距同构, 称内积空间 V 和 W 关于 φ 是

保距同构的.
命题 1.3.1 设 V 和 W 是 F 上的有限维内积空间. 那么线性映射 φ : V → W

是保距同构当且仅当 φ 是保距线性映射且是满射.

证明 必要性是显然的. 充分性: 由推论 1.3.1, φ 是单射, 从而是同构.

线性空间的线性同构是一个等价关系,而由定义内积空间的保距同构即是保持内积
不变的线性同构. 那么保距同构显然是内积空间之间具有自反性、传递性和对称性的一
种关系, 即: 恒等映射是保距同构; 两个保距同构的复合是保距同构; 保距同构 φ : V ∼=
W 的逆 φ−1 :W ∼= V 也是保距同构:

(φ−1(x), φ−1(y)) = (φ(φ−1(x)), φ(φ−1(y))) = (x, y), ∀x, y ∈W. (1.12)

因此内积空间的保距同构是内积空间之间的一个等价关系.

由于线性空间同构当且仅当它们维数相同,内积空间的保距同构蕴涵着它们有相同
的维数. 反之, 维数相同的内积空间是不是保距同构的?
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首先我们考虑 F 上的 n 维内积空间 V 和标准内积空间 Fn 之间的关系. 设 α =

{α1, α2, · · · , αn} 是 V 的一组标准正交基. 那么有线性同构

[·]α : V → Fn v 7→ [v]α,

其中 [v]α 代表 v 在 α 下的坐标. 由于 V 上内积在 α 下的矩阵为 In, 若 u, v ∈ V 在 α

下的坐标分别为 x, y, 则由 (1.2) 式有

(u, v) = xTȳ = (x, y),

因此 [·]α 是一个保距同构. 这说明任意一个 F 上的 n 维内积空间都与 Fn 保距同构.
又由于保距同构是等价关系, 因此任意两个 n维内积空间都是保距同构的. 综上所述我
们有:

定理 1.3.2 (i) F 上任意一个 n 维内积空间都保距同构于标准内积空间 Fn;
(ii) F 上的两个有限维内积空间是保距同构的当且仅当它们维数相同.
此定理说明从抽象的观点来看,在保距同构的意义下内积空间的结构完全由其维数

决定.
最后讨论另一类特殊的保距线性映射, 即保距线性变换.
定义 1.3.3 若 φ 是内积空间 V 到自身的保距线性映射, 则称 φ 是 V 的保距线

性变换, 简称保距变换. 当 V 是欧氏空间时, 亦称 φ 是正交变换; 当 V 是酉空间时, 亦
称 φ 是酉变换.

当内积空间 V 维数有限时, 由推论 1.3.1 知 V 上的保距线性变换是单射, 从而是
V 到自身的保距同构. 由事实 1.3.1 和 (1.12) 式有

事实 1.3.2 有限维内积空间上保距线性变换的复合和逆变换仍为保距线性变换.
有限维内积空间上三类线性映射的关系是

{保距线性变换} ⊆ {保距线性同构} ⊆ {保距线性映射}.

作为特殊的保距线性映射, 定理 1.3.1 对保距线性变换当然成立. 此时在定理 1.3.1 (iii)
中, 特别地, 若 α1, α2, · · · , αn 是 V 的标准正交基, 则 φ(α1), φ(α2), · · · , φ(αn) 也是 V

的标准正交基. 那么 φ 在 α1, α2, · · · , αn 下的矩阵即为两组标准正交基之间的过渡矩

阵, 从而由定理 1.2.2 (i) 中 (1) + (2) ⇒ (3) 可知此矩阵是一个酉矩阵.
因此我们由定理 1.3.1 得到了下面的定理:
定理 1.3.3 设 V 是 F = R 或 C 上的 n 维内积空间, φ 是 V 上的线性变换. 那

么下列陈述等价:
(i) φ 是保距线性变换;
(ii) φ 保持向量长度不变;
(iii) 若 α1, α2, · · · , αn 是 V 的标准正交基, 则 φ(α1), φ(α2), · · · , φ(αn) 也是 V 的

标准正交基;
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(iv) φ在 V 的任意一组标准正交基 α下的矩阵 A是正交矩阵或酉矩阵,即 AHA =

AAH = In.

证明 由定理 1.3.1 可知 (i) ⇔ (ii) ⇒ (iii). 容易直接证明 (iii) ⇒ (ii), 留作练习.

(iii) ⇒ (iv). 上述讨论中已证.

(iv) ⇒ (iii). 由定理 1.2.2 (i) 中 (1)+(3) ⇒ (2) 即得.

注 1.3.2 定理 1.3.1和上述定理的一个先决条件是要求 φ是一个线性映射

或线性变换. 例如固定 v0 ∈ Fn, 并在 Fn 上定义一个平移映射

φ : Fn → Fn, v 7→ v + v0.

那么显然 φ 满足注 1.3.1 中的保距条件, 即

d(φ(u), φ(v)) = d(u, v), ∀u, v ∈ Fn.

但当 v0 6= 0 时 φ 不是线性变换, 更不是保距线性变换.

习题 1.3

1. 内积空间之间中保持向量长度不变的映射是否一定是保距线性映射? 如果是,试
证明之; 如果不是, 试给出一个反例.

2. 设 U, V,W 是内积空间, φ 是 U 到 V 的保距线性映射, ψ 是 V 到 W 的保距线

性映射. 证明: ψφ 是 U 到 W 的保距线性映射.
3. 设 φ 是有限维内积空间 V 到 W 的一个保距线性映射. 问 φ 在 V 和 W 的标

准正交基下的矩阵是怎样的?
4. 设 α1, α2, · · · , αm 与 β1, β2, · · · , βm 为 n维内积空间中的两个向量组. 证明: 存

在保距变换 φ 使得 φ(αi) = βi, i = 1, 2, · · · ,m 的充要条件为 (αi, αj) = (βi, βj), i, j =

1, 2, · · · ,m.

5. 设 φ 为 n 维内积空间 V 上的一个保距变换, α1, α2, · · · , αn 为 V 的任意一组

基, 此基的度量矩阵为 A, 线性变换 φ 在此基下的矩阵为 M . 证明: MTAM = A.
6. 证明: 保距变换特征值的模等于 1.
7. 设 α1, α2, · · · , αm 与 β1, β2, · · · , βm 为内积空间 V 的两组向量. 证明: 若对

i, j = 1, 2, · · · ,m, 有 (αi, αj) = (βi, βj), 则子空间 V1 = Span{α1, α2, · · · , αm} 与 V2 =

Span{β1, β2, · · · , βm} 作为内积空间是同构的.
8. 设 φ,ψ为有限维内积空间 V 上的两个线性变换,满足 (φ(v), φ(v)) = (ψ(v), ψ(v)),

∀v ∈ V . 证明: 像空间 V1 = φ(V ) 与 V2 = ψ(V ) 作为内积空间是同构的.
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1.4 欧氏空间的复化

若域 E 是域 F 的一个子域，则称 F 是 E 的一个扩域. 这时，以 F 中的乘法为数乘，

显然 F 可以看作 E 上的一个线性空间. 若 dimE F < +∞，则称 F 是 E 的有限扩域.
显然，R 是 Q 的扩域，C 是 R 的扩域，并且 dimQ R = +∞,dimR C = 2.
一个需要考虑的问题是：在 F 是 E 的扩域时，域 E 上的线性空间与 F 上的线性

空间之间是什么关系？

在这里，我们只对 E = R, F = C 考虑上面的问题。

一般地, 对一个复线性空间 U , 由于 R 是 C 的子域, 若只考虑实数的数乘作用, 则
可将 U 视作一个实线性空间. 特别地, 若 dimC U 有限, 则 dimR U = 2 dimC U . 进一步
地, 若 U 是酉空间, 内积记为 (·, ·)C, 则由定义容易直接验证

(x, y)R
def
= Re (x, y)C, ∀x, y ∈ U, (1.13)

定义了实线性空间 U 上的一个内积, 从而 U 在 (·, ·)R 下成为一个欧氏空间. 这个过程
可以看作酉空间内积在实部分上的限制内积，也称为酉内积的实化.

设 V 是一个具有内积 (·, ·)R 的欧氏空间. 一个重要的问题是: 如何得到一个具有
内积 (·, ·)C 的酉空间 U , 使得 V 是 U 作为实线性空间的子空间并且有

(u, v)R = (u, v)C, ∀u, v ∈ V ?

特别地, 上式表明 (u, v)C ∈ R, 且 V 的内积即为 U 作为欧氏空间的内积 (1.13) 在 V 上

的限制. 在此基础上, 欧氏空间 V 与酉空间 U 的结构之间关系如何? 现在我们就围绕
这个问题展开.

一般地,对实线性空间 V ,我们可以在加群 V ×V 上定义如下复线性空间结构. 为了
避免与内积符号混淆,此处将 V ×V 中元素记为 u×v,其中 u, v ∈ V . 对任意 a+ ib ∈ C

和 u× v ∈ V × V , 定义

(a+ ib)(u× v) = (au− bv)× (av + bu). (1.14)

若在 V × V 中记 u = u× 0, iv = 0 × v, 则 u× v = u+ iv, 因此有

V × V = V + iV = SpanC{u+ iv | u, v ∈ V }.

那么有加法

(u+ iv) + (u′ + iv′) = (u+ u′) + i(v + v′), ∀u, u′, v, v′ ∈ V, (1.15)

且 (1.14) 式中数乘可写为

(a+ ib)(u+ iv) = (au− bv) + i(av + bu). (1.16)
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不难验证如下命题:
命题 1.4.1 设 V 是实线性空间,那么 VC

def
= V + iV 在加法 (1.15)和数乘 (1.16)

下成为一个复线性空间.

上述复线性空间 VC 称为实线性空间 V 的复化. 对 w = u+ iv ∈ VC, 其中 u, v ∈ V ,
可以定义实部和虚部

Re(w) = u ∈ V, Im(w) = v ∈ V.

显然 V = {Re(w) | w ∈ VC} 可视作 VC = V + iV 作为实线性空间的子空间.
例 1.4.1 若 V = Rn, 则 VC = Cn.

假设 V 是欧氏空间, 内积为 (·, ·). 对 u+ iv, u′+ iv′ ∈ VC, 其中 u, u′, v, v′ ∈ V , 定义

(u+ iv, u′ + iv′)C = (u, u′)− (v, v′) + i(v, u′) + i(u, v′).

那么可以验证 (·, ·)C 是 VC 上的内积, 并且显然有

(u, u′)C = (u, u′), ∀u, u′ ∈ V.

此酉空间 VC 称为欧氏空间 V 的复化. 下面我们从几个方面讨论复化的性质.

(一) 基的复化不变性

定理 1.4.1 若 V 是有限维欧氏空间, VC是其复化酉空间,则 dimR V = dimC VC,
且 V 的 (标准正交) 基也是 VC 的 (标准正交) 基.

证明 设 α = {α1, α2, · · · , αn} 是 V 的基. 那么显然

VC = V + iV = Rα1 + · · ·+ Rαn + iRα1 + · · ·+ iRαn = Cα1 + · · ·+ Cαn.

下面证明 α在 VC 中线性无关. 设 cj = aj+ ibj ∈ C,其中 aj , bj ∈ R, j = 1, 2, · · · , n

使得
n∑

j=1

cjαj =

n∑
j=1

ajαj + i
n∑

j=1

bjαj = 0.

那么
n∑

j=1

ajαj =

n∑
j=1

bjαj = 0.

由于 α 在 V 中线性无关, 我们有 aj = bj = 0 从而 cj = 0, j = 1, 2, · · · , n.

因此 α 是 VC 的基. 由于 (·, ·)C 限制到 V 上即为 (·, ·), 因此若 α 关于内积 (·, ·) 标

准正交, 则关于内积 (·, ·)C 也标准正交.
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(二) 实线性映射的复化与低维不变子空间

设 V 和 W 是实线性空间, φ : V →W 是线性映射. 定义 φ 的复化

φC : VC →WC, u+ iv 7→ φ(u) + iφ(v), ∀u, v ∈ V.

显然 φC 是加群同态, 且对 a+ ib ∈ C 和 u+ iv ∈ VC 有

φC ((a+ ib)(u+ iv)) = φC ((au− bv) + i(av + bu))

= φ(au− bv) + iφ(av + bu)

= aφ(u)− bφ(v) + i(aφ(v) + bφ(u))

= (a+ ib)(φ(u) + iφ(v))

= (a+ ib)φ(u+ iv).

因此 φC 是复线性映射.
例 1.4.2 对 A ∈ Rn×n, 线性变换 lA : Rn → Rn, x 7→ Ax 的复化是

(lA)C : Cn → Cn, x+ iy 7→ Ax+ iAy = A(x+ iy), ∀x, y ∈ Rn,

即将 A 视作复矩阵去左乘 Cn 中列向量.
下面的结论说明实线性变换的复化对应的矩阵是不变的.
定理 1.4.2 设 α = {α1, α2, · · · , αn} 是实线性空间 V 的基, φ 是 V 上性变换.

设 A 是 φ 在基 α 下的矩阵. 视 α 为 VC 的基, 则 VC 上线性变换 φC 在 α 下的基仍为

A. 因此有特征多项式 fφ(λ) = fφC(λ) = |λIn −A|.

证明 由定义有

φC(α1, α2, · · · , αn) = φ(α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A.

由此即得结论.

由于有限维复线性空间上任意线性变换总有特征值,其对应的特征子空间是这个线
性变换的不变子空间. 而实多项式未必有实根, 因此有限维实线性空间上的线性变换未
必有特征值. 但通过复化我们可以得到如下结论:

定理 1.4.3 有限维实线性空间 V 上的线性变换 φ总有一维或二维不变子空间.

证明 由于 φ 的复化是复线性空间 VC 上的线性变换, 存在特征值 a + ib ∈ C 和

对应的特征向量 0 6= u+ iv ∈ VC, 其中 u, v ∈ V . 那么

φC(u+ iv) = φ(u) + iφ(v) = (a+ ib)(u+ iv) = (au− bv) + i(av + bu).

那么 φ(u) = au− bv, φ(v) = av+ bu. 这表明 W = SpanR{u, v} 是 V 的 φ-不变子空间,
并且显然 dimW = 1 或 2.
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(三) 实线性变换复化的特征理论

对实线性空间 V 的复化 VC, 共轭映射

·̄ : VC → VC, w = u+ iv 7→ w̄
def
= u− iv, ∀u, v ∈ V

显然是实线性同构, 并且有

cw = c̄ · w̄, ∀c ∈ C, w ∈ VC. (1.17)

若 φ 是 V 上线性变换, 则由复化的定义有

φC(w) = φC(w̄), ∀w ∈ VC. (1.18)

定理 1.4.4 设 V 是有限维实线性空间, φ 是 V 上线性变换. 那么有
(i) λ ∈ R 是 φC 的特征值当且仅当 λ 是 φ 的特征值, 并且此时 φC 关于 λ 的特征

子空间 VC,λ 恰好是 φ 关于 λ 的特征子空间 Vλ 的复化;
(ii) 若 λ ∈ C \ R 是 φC 的特征值, 则 λ̄ 亦然, 并且有

VC,λ̄ = VC,λ
def
= {w̄ | w ∈ VC,λ}. (1.19)

此时 V 的子空间

Vλ,λ̄
def
= SpanR {Re(w), Im(w) | w ∈ VC,λ}

是 φ-不变的, 且其复化为 VC,λ ⊕ VC,λ̄.

证明 (i) 由定理 1.4.2 有特征多项式 fφ(λ) = fφC
(λ) ∈ R[λ], 因此 φ 的特征值即

为 φC 的实特征值. 设 λ ∈ R, u+ iv ∈ VC, 其中 u, v ∈ V . 那么

φC(u+ iv) = φ(u) + iφ(v) = λ(u+ iv) = λu+ iλv

当且仅当 φ(u) = λu, φ(v) = λv. 由此即得结论.
(ii) 实多项式 fφC

(λ) 的非实数复根总是共轭成对出现, 因此若 λ ∈ C \ R 是 φC 的

特征值, λ̄ 亦然. 由 (1.17), (1.18) 两式, 对 w ∈ VC 有

φC(w) = λw 当且仅当 φC(w̄) = λ̄ · w̄,

由此即得 (1.19) 式.
由定理 1.4.3 的证明即知 Vλ,λ̄ 是 φ-不变的, 而由 (1.19) 式知其复化为 VC,λ + VC,λ̄.

关于不同特征值的特征向量线性无关, 故此和空间为直和.

注 1.4.1 由于实多项式的非实数复根共轭成对出现, 奇数次实多项式必有

实根, 因此奇数维实线性空间上的线性变换总有特征值.
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例 1.4.3 定义线性变换 φ : R3 → R3, (x1, x2, x3) 7→ (2x1, x2 − x3, x2 + x3). 那么
φ 在 R3 标准基 e1, e2, e3 下的矩阵为

A =


2 0 0

0 1 −1

0 1 1

 .

计算知 φ 仅有特征值 λ = 2, 对应的特征子空间为

V = {(a, 0, 0) | a ∈ R}.

R3 的复化为 C3. 由定理 1.4.1, e1, e2, e3 也是复线性空间 C3 的基. 由定理 1.4.2,
φC 在此基下的矩阵也是 A. 那么 φC 有三个特征值 λ1 = 2, λ2 = 1 + i, λ3 = 1 − i. 由
定理 1.4.4, φC 关于 λ1 = 2 的特征子空间为

VC = {(a, 0, 0) + i(b, 0, 0) | a, b ∈ R} = {(c, 0, 0) | c ∈ C}.

以上事实均是显然的或容易直接验证的.

习题 1.4

1. 设有实线性空间 V 上的线性变换 φ. 证明: 对于任意 λ ∈ C, m ∈ N, 如下等式
成立:

Ker(φC − λ idVC)
m = Ker(φC − λ idVC)

m.

2. 设 φ,ψ 是实线性空间 V 上的线性变换, 证明:

(φ+ ψ)C = φC + ψC, (λφ)C = λφC, λ ∈ R.

3. 设 φ 是实线性空间 V 上的线性变换, 证明: φC 可逆当且仅当 φ 可逆.
4. 设 φ 是实线性空间 V 上的线性变换且没有特征值. 证明: V 的每个 φ-不变子

空间都是偶数维的.
5. 设 V 是实线性空间, 证明:
(i) 存在 V 上线性变换 φ 满足 φ2 = −idV 当且仅当 V 是偶数维的;
(ii) 在 (i) 的条件下, 在 V 上定义复数的数乘为: 对 a, b ∈ R, 定义 (a + ib)v =

av + bφ(v). 那么, 在此复数数乘和 V 的加法下, V 成为一个复向量空间;
(iii) 由 (ii) 中给出的 V 作为复线性空间的维数是 V 作为实向量空间的维数的

一半.
6. 设 φ 是 n 维实线性空间 V 上的线性变换, 满足 Kerφn−2 6= Kerφn−1. 证明: φ

最多有两个不同的特征值, 且 φC 的特征值都是实数.
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7. 设 A ∈ Rn×n 作为复矩阵可对角化. 证明: 存在可逆矩阵 P ∈ Rn×n 使得

P−1AP =



λ1

. . .

λr

a1 b1

−b1 a1

. . .

as bs

−bs as



,

其中 r+2s = n, 且 λ1, λ2, · · · , λr 和 a1 ± ib1, · · · , as ± ibs 分别是 A 作为复矩阵的实特

征值和非实数复特征值 (按重数计算).
8. 设 Cn 是酉空间, 定义映射

ψ : Cn → R2n, (x1 + iy1, · · · , xn + iyn) 7→ (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn).

证明:
(i) 若将 Cn 和 R2n 都视作实线性空间, 则 ψ 是实线性双射;
(ii) 对 v, w ∈ Cn, 我们有 (ψ(v), ψ(w)) = Re (v, w) (Re 表示实部);
(iii) 对 v ∈ Cn, 我们有 |ψ(v)| = |v|.


