


2 第一章 结合代数的表示与群代数

本书的目标是介绍有限群的表示理论. 一个群的表示可以理解成群到某个线性空间
的一般线性群的一个同态, 同时也可以看成由群决定的一个结合代数 (即群代数) 上的
模. 历史上第一次将表示与模联系起来的数学家是 E. Noether (诺特). Noether 的思想
不但极大地促进了表示理论的发展, 同时催生了代数学中极其重要的模的概念. 模的概
念产生后, 人们从抽象的角度对模的结构进行系统研究, 获得一系列优美的结果, 其中
最具代表性的成果当属主理想整环有限生成模的结构理论. 现在, 模论不但是代数学中
重要的研究课题, 同时已经成为数学研究中的重要工具, 在微分几何、代数拓扑等领域
有重要应用.

本章我们将从纯代数的观点介绍与表示理论有关的一些知识,特别是结合代数的表
示, 或者说结合代数上的模的基本性质. 作为特例, 我们将着重研究群代数的若干性质,
特别是其半单性的判别方法. 第二章开始我们将从同态的观点定义和研究有限群的表
示, 但过程中凡是可以用模的观点来理解和证明的结论, 我们将同时采用模的理论来加
以说明.

1.1 结合代数的表示

给定一个群和一个域, 我们将定义这个域上的一个线性空间, 并在该线性空间上定
义乘法, 使其成为一个结合代数, 称为该群的群代数. 为了了解群代数的结构和性质, 我
们需要系统研究结合代数的基本性质, 特别是结合代数的表示或模的性质.

定义 1.1.1 设 A 是域 F 上的线性空间, 若 A 上有满足双线性性的二元运算 (一
般用乘法表示), 即对任意 a, b, c ∈ A，k, ℓ ∈ F , 有

a(kb+ ℓc) = k(ab) + ℓ(ac), (kb+ ℓc)a = k(ba) + ℓ(ca),

则称 A 是一个 F -代数. 如果这个二元运算还满足结合律, 即

a(bc) = a(bc),∀a, b, c ∈ A,

则称 A 是一个 F -结合代数 (有时为简略起见, 也简称为 F -代数). 如果 A 作为线性空

间是有限维的, 那么 A 称为有限维代数. 我们约定本书中的代数都有幺元 (即对乘法的
单位元), 记为 1A.

以下除非特别声明, 我们所说的代数都是指有幺元的结合代数. 我们先给出一些
例子.

例 1.1.1 F 上的 n 元多项式集合 F [x1, · · · , xn], 在多项式的加法、数乘和乘法
下成为一个代数.
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例 1.1.2 设 V 是域 F 上的线性空间, A = End(V ) 是 V 上的全体线性变换组成

的线性空间, 则映射的复合定义了 A 上的乘法, 使得 A 成为一个代数.
例 1.1.3 一个域 F 上的全体 n×n 矩阵组成的集合 Fn×n, 在矩阵的加法、数乘

和乘法下成为一个代数.

因为本书介绍的主要目标是有限群的表示,所以下面我们主要关注的代数是有限群
的群代数.

定义 1.1.2 设 G 是有限群, F 是一个域. 群代数 F [G] 作为 F -线性空间由 G 的

元素生成 (即 G 的元素作为 F [G] 的一组基), 对 F [G] 中的向量
∑
g∈G

agg 和
∑
h∈G

bhh, 定

义乘法为 ∑
g∈G

agg

(∑
h∈G

bhh

)
:=

∑
g,h∈G

(agbh) (gh) =
∑
s∈G

∑
s=gh

agbh

 s.

容易验证, 线性空间 F [G] 在上述乘法下成为一个 F -代数, 称为群 G 在域 F 上的群代数.

从定义我们看出,结合代数的实质就是在线性空间上定义了满足双线性性和结合律
的乘法. 容易看出,如果只考虑加法和乘法,则任何结合代数也是一个环. 因此我们可以
将环的有关概念引进到代数上来.

定义 1.1.3 设 A为一个代数. A的一个子空间 B 称为子代数,如果对任意 a, b ∈

B, 有 ab ∈ B. A 的子空间 I 称为左理想 (右理想), 如果对任意 a ∈ A, b ∈ I, 有
ab ∈ I(ba ∈ I), 如果 I 既是左理想也是右理想, 那么称为 A 的双边理想 (简称理想). 特
别地, {0} 和 A 称为平凡理想. 若 I 是理想, 则在商空间 A/I 上可以定义乘法使之成为

代数, 称为 A 对 I 的商代数. 如果 A 没有非平凡理想, 那么称 A 是单代数.
定义 1.1.4 设 A 和 B 是 F 上的代数, 一个线性映射 φ ∈ Hom(A,B) 称为代数

同态, 如果对任意 a, b ∈ A,

φ(ab) = φ(a)φ(b), φ(1A) = 1B ,

其中 1A, 1B 分别是 A 和 B 的幺元. 如果一个代数同态 φ 是双射, 我们就称 φ 为代数

同构.

由环的理论可知, 同态的核 Ker(φ) 是 A 的理想, 同态的像 Im(φ) 是 B 的子代数,
并且 A/Ker(φ) 与 Im(φ) 是同构的代数.

例 1.1.4 设 V 是 F 上的 n 维线性空间, 取定 V 的一组基后, 线性变换 T 在这

组基下的矩阵表示 φ(T ) 给出了 End(V ) 到 Fn×n 的代数同构.

下一章我们将介绍群的表示的概念, 这也是本书的主要研究对象. 粗略地说, 一个
群的表示是该群到一个线性空间 V 的一般线性群 GL(V ) 的群同态. 但是群表示也可
以用相应的群代数的表示来描述. 我们先给出代数表示的概念.
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定义 1.1.5 设 A 为一个有限维 F -代数, V 是有限维 F -线性空间. 若 φ 是一个

A 到 End(V ) 的 F -代数同态, 则称 (φ, V ) 为 A 的一个F -表示. 我们将 V 称为表示空

间, 而 dimV 为表示的维数.
定义 1.1.6 设 A 是一个代数, 一个A-左模是指 F 上的线性空间 V , 并且定义了

二元运算 A× V → V , (a, v) 7→ av 满足对任意 a, b ∈ A，k ∈ F , v, w ∈ V , 1Av = v, 且

a(v +w) = av + aw, (a+ b)v = av + bv, (ka)v = k(av) = a(kv), (ab)v = a(bv).

这等价于存在代数同态 ρ : A → End(V ). 类似地, 我们可以定义A-右模. 如果 V 既是

A-左模又是 A-右模, 且对任何 a, b ∈ A, v ∈ V , (av)b = a(vb), 则称 V 为A-双模.
下面的命题可以用代数表示和左模的概念直接给出, 留作习题.
命题 1.1.1 设 (φ, V ) 为 F -代数 A 的一个表示, 定义 A × V → V 为 (a, v) 7→

φ(a)(v), 则 V 成为一个 A-左模.
反之, 若 V 为 F -代数 A 的一个左模, 定义映射 φ : A → End(V ) 为 φ(a)(v) = av,

则 (φ, V ) 成为 A 的 F -表示.
这个命题说明, 一个代数的表示和该代数上的左模是两个等价的概念. 因此下面我

们利用模的语言来叙述有关的结果. 与抽象代数中环上的模的概念类似, 我们可以定义
代数上的模的子模, 模的直和. 在此我们不再赘述.

定义 1.1.7 如果代数 A 的模 V 没有非平凡的子模, 那么 V 称为不可约模.
定义 1.1.8 代数 A 的模 V 称为完全可约模 (半单模), 如果 V 的任意子模 U 均

有补子模, 即存在 V 的子模 W 使得 V = U ⊕W .
命题 1.1.2 A-模 V 是完全可约的当且仅当 V 是若干不可约 A-模的直和.

证明 设 A-模 V 是完全可约模, W 是 V 的子模. 我们先说明 W 也是完全可

约的. 设 U 是 W 的子模, 则存在 U 在 V 中的补子模 U ′, 即 V = U ⊕ U ′. 于是
W = U ⊕ (U ′ ∩W ). 即 U ′ ∩W 是 U 在 W 中的补子模. 故 W 是完全可约的. 若 U1 是

V 的不可约子模, U1 的补子模 W1 也是完全可约的, 将 W1 分解为不可约子模 U2 及其

补子模的直和. 依次进行下去, 可得 V 分解为若干不可约 A- 模的直和.
另一方面, 设 V =

⊕
i∈I

Vi, 其中 Vi 是不可约模. U 是 V 的子模, 令

S = {V的子模W | W ∩ U = {0}}.

S 在包含关系下成为一个偏序集. 设W1 ⊆W2 ⊆ · · · 是 S 中的一条链,令W ′ =
∑

Wi.
则 W ′ ∩ U = {0}, 即 W ′ ∈ S. 故 W ′ 是这条链的上界. 根据 Zorn (佐恩) 引理, S 有
极大元 U ′, 满足 U ′ ∩ U = {0}. 下面我们说明 V = U ⊕ U ′. 假设此式不成立, 则存在
x ∈ V , 使得 x /∈ U ⊕ U ′. 设 x =

∑
i∈I

xi, 其中 xi ∈ Vi. 则存在 xj /∈ U ⊕ U ′. 由 Vj 是不

可约模可知 Vj ∩ (U ⊕U ′) = {0}. 从而 (U ⊕U ′) + Vj = (U ⊕U ′)⊕ Vj = U ⊕ (U ′ ⊕ Vj).
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于是 U ′ ⊕ Vj ∈ S. 这与 U ′ 是 S 的极大元矛盾. 因此 V = U ⊕ U ′. 从而 V 是完全可

约的.

此外, 模同态也是非常重要的概念, 为方便记, 我们回忆一下其定义.
定义 1.1.9 设 A 为一个代数, V,W 是 A-模. 一个 V 到 W 的线性映射 T 称为

模同态, 如果对任意 a ∈ A, v ∈ V ,

T (av) = aT (v).

如果一个模同态 T 可逆, 则称 T 为模同构, 这时称 V 和 W 同构, 记为 V ∼= W . 由 V

到 W 的所有模同态的全体记为 HomA(V,W ).
A-模同态的含义是线性映射 T 与 A 在 V 上的作用是交换的. 由此可知模同态 T

保持模的结构, 比如子模的原像和像均为子模. 命题 1.1.2 中的不可约分解在同构的意
义下是唯一的, 也就是说若 A-模 V ∼= n1V1 ⊕ · · · ⊕ nrVr, 其中 V1, · · · , Vr 是彼此不同构

的不可约 A-模, niVi 表示 ni 个 Vi 的直和, 那么 ni 和 Vi 是在同构的意义下由 V 唯一

确定的. (证明留作习题)
例 1.1.5 设 A 是代数, 由其乘法的结合性可得 A 自身上的左模, 右模和双模结

构. 事实上我们可以定义 A×A 到 A 的映射 L 如下: 对 a, b ∈ A, L(a, b) = La(b) = ab.
容易看出,映射 L给出了 A作为环 A上的一个左模结构,记为 AA. 类似地, Ra(b) = ba

给出右 A-模 AA. AA (AA) 分别称为 A 的左 (右) 正则模. 由定义, 左 (右) 正则模的子
模是 A 的左 (右) 理想. 如果 A 的一个左理想作为 A-模是不可约的, 则称该左理想称
为极小左理想. 请读者自己思考如何定义 A 作为 A 上的双模结构.

下面我们来研究半单代数的结构. 后面我们将看到, 群代数的半单性对应的是群表
示的完全可约性.

定义 1.1.10 有限维代数 A 称为半单代数, 如果 A 的任何有限维模都是完全可

约的.
这个定义涉及 A 的所有有限维模, 但一个有限维代数是否半单, 可以由代数 A 自

身的性质完全决定. 事实上我们有
命题 1.1.3 有限维代数 A 是半单的当且仅当其左正则模 AA 是完全可约的.

证明 只需证明若左正则模 AA 是完全可约的, 则代数 A 是半单的. 设 AA =

I1 ⊕ · · · ⊕ Ir 是 AA 的不可约子模分解, 其中 Ii 是 A 的极小左理想. 设 M 是 A-左
模, {v1, · · · , vn} 是 M 的基. 那么对 i = 1, · · · , r 和 j = 1, · · · , n, Iivj 都是 A-模. 令
φij : Ii → Iivj 为 A-模同态 φij(a) = avj , 则 φij 是满射. 再由 Ii 是极小左理想可知,
φij 是同构. 从而 Iivj 是不可约模. 于是 M 是不可约模 Iivj 的直和, 因此 M 是完全可

约的.

可见有限维代数 A 是半单的也等价于左正则模 AA 是不可约模的直和. 并且在同
构的意义下, A 的不可约模都已包含在左正则模 AA 中.
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命题 1.1.4 设 A是有限维半单代数，则 A的任意有限维不可约模都同构于 AA

的某个子模.

证明 设 M 是 A 的有限维不可约模. 取 M 中非零元 v, 使得 Av 是 M 的非零子

模. 由于 M 是不可约的, 所以 Av = M . 令 φ : A → M 为 φ(a) = av, 则 φ 是 A-模同
态且是满射. 于是 Ker(φ) 是 AA 的子模 (即 A 的左理想). 由 AA 是完全可约的, 可知
存在 AA 的子模 V , 使得 AA = Ker(φ)⊕ V , 因此 M ∼= AA/Ker(φ) ∼= V .

关于不可约模之间的模同态, 我们有 Schur (舒尔) 引理.
定理 1.1.1（Schur 引理） 设 M1 和 M2 是代数 A 的不同构的不可约模, 则

(1) HomA(M1,M2) = {0};

(2) HomA(M1,M1) 是除环;

(3) 若 F 是代数闭域 (例如复数域 C), 则 HomA(M1,M1) = {λ · idM1
|λ ∈ F} ∼= F .

证明 (1)设 T ∈ HomA(M1,M2)为 A-模同态,则 Ker(T )是M1 的子模,且 Im(T )

是 M2 的子模. 由 M1 不可约, 知 Ker(T ) = {0} 或 M1. 若 Ker(T ) =M1, 则 T = 0. 若
Ker(T ) = {0}, 则 T 为单射, 我们继续考虑 Im(T ). 由 M2 不可约, 我们有 Im(T ) = {0}

或 M2. 若 Im(T ) = {0}, 则 T = 0. 若 Im(T ) =M2, 则 T 是双射, 从而 M1 和 M2 是同

构的, 但这与假设矛盾, 所以 M1 和 M2 间的模同态只能是零映射.

(2)回忆一下环论的一个结论: 若一个幺环中任何非零元素都可逆,则该环一定是除
环. 注意到线性映射间的加法和乘法使得 HomA(M1,M1)成为一个幺环. 由 (1)的证明
可知,非零的模同态是可逆的,从而 HomA(M1,M1)中任何非零元素可逆. 故 HomM (V1,

V1) 是一个除环.

(3) 当 F 是代数闭域时, 对任意 T ∈ HomA(M1,M1), 存在特征值 λ ∈ F , 从而
λ · idM1

− T 不可逆. 故 λ · id − T = 0, 即 T = λ · idM1
.

1.2 半单代数的结构

本节我们将研究半单代数的结构. 设 A 是半单代数, I 是 A 的左理想, 则由左正则
模 AA 是完全可约的, 可知存在左理想 I ′ 使得 A = I ⊕ I ′. 特别地, 对于 A 的幺元 1A,
存在唯一的 e ∈ I 和 e′ ∈ I ′, 使得

1A = e+ e′.

两边左乘 e 得 e = e2 + ee′. 由 e, e2 ∈ I, ee′ ∈ I ′ 且 I ∩ I ′ = {0}, 我们得到 e = e2 和

ee′ = 0. 同样的方法也可以得到 e′ = (e′)2 和 e′e = 0.
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进一步, 对 a ∈ I，我们有 a = a1A = a(e+ e′) = ae+ ae′, 其中 ae′ ∈ I ∩ I ′ = {0}.
由此可得 a = ae ∈ Ae. 因此 e 是 I 中的左单位元, 而且 I ⊆ Ae. 另一方面, 由 e ∈ I 且

I 是理想, 我们有 Ae ⊆ I. 故 I = Ae.
上面的分析引导我们给出下面的概念.
定义 1.2.1 如果半单代数 A 中元素 e 满足 e2 = e, 那么就称 e 为幂等元. 若 e

和 e′ 都是幂等元, 且 ee′ = e′e = 0, 则称幂等元 e 和 e′ 为正交的.
通过上面的讨论, 我们证明了
命题 1.2.1 I 是 A 的左理想当且仅当存在幂等元 e 使得 I = Ae.
下面我们考察左正则表示的不可约子模, 也就是代数的极小左理想. 延续上面的思

路, 我们用幂等元来研究左理想. 设 e ∈ A 是幂等元. 若左理想 I = Ae 可以分解为

两个左理想的直和 I = I1 ⊕ I2, 则存在 e1 ∈ I1 和 e2 ∈ I2 使得 e = e1 + e2. 从而对
x ∈ I1, 我们有 x = xe = xe1 + xe2, 所以 xe1 ∈ I1, xe2 = x− xe1 ∈ I1 ∩ I2, 故 xe2 = 0

且 x = xe1. 同理对 y ∈ I2, y = ye2, ye1 = 0. 这说明 e1 和 e2 是正交的幂等元, 且
I1 = Ae1，I2 = Ae2.

定义 1.2.2 一个幂等元 e 称为本原幂等元, 如果 e 6= 0, 且 e 不能分解为两个非

零且正交的幂等元之和.
注意, 当基域 F 的特征不等于 2 时, 两个非零幂等元正交的条件可以去掉. 这是因

为, 若 e = e1 + e2, 则 e = e2 = e1 + e2 + e1e2 + e2e1, 即 e1e2 + e2e1 = 0. 此式两边分别
左乘和右乘 e1, 得

0 =e1(e1e2 + e2e1) = e1e2 + e1e2e1

0 =(e1e2 + e2e1)e1 = e1e2e1 + e2e1.

于是 e1e2 = e2e1. 若 F 的特征不为 2, 则由 e1e2 + e2e1 = 0 以及 e1e2 = e2e1, 可得
e1e2 = e2e1 = 0.

定理 1.2.1 设 e ∈ A 是幂等元，则下列条件等价:
(1) Ae 是极小左理想;
(2) e 是本原幂等元;
(3) eAe 是 F 上的有限维除环. 特别地, 若 F 是代数闭域, 则 eAe ∼= F .

证明 由于 A的左正则模是完全可约的,所以 Ae是极小左理想等价于 Ae不可分

解为非零左理想的直和. 所以 (1) 和 (2) 是等价的. 以下我们证明 (2) 和 (3) 等价. 若 e

不是本原幂等元, 则有分解 e = e1 + e2, 其中 e1, e2 是非零的幂等元且 e1e2 = e2e1 = 0.
于是 ee1 = e1e = e1, 且 ee2 = e2e = e2. 注意到 eAe 是以 e 为幺元的代数, 而
e1 = ee1e ∈ eAe, e2 = ee2e ∈ eAe, 故 e1 和 e2 是 eAe 中的零因子. 因此 eAe 不是除环.
反之, 若 e 是本原幂等元, 则 Ae 是极小左理想. 对任意 x ∈ eAe, 有 x = exe. 于是对
x 6= 0, Ax = Aexe 是包含在 Ae 中的非零左理想, 从而 Ax = Ae. 于是存在 y ∈ A 使
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得 yx = e. 由 (eye)x = (eye)(exe) = eyexe = eyx = e2 = e, 可知 eye 是 x 在 eAe 中

的逆元, 所以 eAe 是除环. 特别地, 如果 F 是代数闭域, 则它不存在非平凡的代数扩张,
而任何有限维扩张都是代数扩张, 因此 eAe = F .

定理 1.2.2 设 I = Ae 和 I ′ = Ae′ 是 A 的两个极小左理想, 则下列条件等价:

(1) 作为左 A-模, I ∼= I ′;

(2) 存在 a′ ∈ I ′ 使得 I ′ = Ia′;

(3) I ′ = II ′;

(4) eAe′ 6= {0};

如果 F 是代数闭域, 则上述条件还等价于

(5) dim(eAe′) = 1.

证明 (1) ⇒ (2) 设 φ : I → I ′ 为 A-模同构, 则对 x ∈ I, φ(x) = φ(xe) = xφ(e).
令 a′ = φ(e), 则 φ(I) ⊆ Ia′ ⊆ I ′. 由 φ 是同构可知 I ′ = Ia′.

(2) ⇒ (3) 由 (2) 得 I ′ ⊆ II ′ ⊂ I ′, 故 I ′ = II ′.

(3) ⇒ (4) 由 (3) 得 I ′ = II ′ = AeAe′, 故 eAe′ 6= {0}.

(4) ⇒ (1) 设 a′ ∈ eAe′ 是非零元, 则由 I ′ 是极小左理想知 Aa′ = I ′. 考虑映射
φa′ : I → I ′, φa′(x) = xa′, x ∈ I, 则 φa′ 为 A-模同态. 注意到任何 x′ ∈ I ′ 都可以写成

x′ = ya′ = yea′e′ = ye(ea′e′) = yea′, 即 φa′(ye) = x′, 所以 φa′ 是满射. 再由 I 是极小

左理想可知, φa′ 是同构.

最后,设 F 是代数闭域,我们证明 (4) ⇔ (5). 若 eAe′ 6= {0},则对任意非零 a′, a′′ ∈

I ′, φa′ 和 φa′′ 都是 I 到 I ′ 的同构, 由 Schur 引理可知, 存在 c ∈ F 使得 φa′ = cφa′′ , 于
是 φa′−ca′′ = 0. 因此 a′ = ca′′, 从而 dim(eAe′) = 1. 反之是显然的.

推论 1.2.1 设 I = Ae 和 I ′ = Ae′ 是 A 的两个极小左理想，则下列条件等价:

(1) I � I ′;

(2) II ′ = {0};

(3) eAe′ = {0}.
例 1.2.1 考虑 G = C3 = 〈g|g3 = e〉. 通过计算可验证, 群代数 A = C[G] 有如下

本原幂等元:

e1 =
1

3
(e+ g + g2), e2 =

1

3
(e+ ω2g + ωg2), e3 =

1

3
(e+ ωg + ω2g2),

其中 ω = e 2πi
3 是 3 次单位根. 例如，由 e2Ae2 = Span{e2} 是 1 维线性空间可知 e2 是

本原幂等元. 而且 e1, e2, e3 是两两正交的幂等元. 所以 A 的极小左理想分解为

A = Ae1 ⊕Ae2 ⊕Ae3.
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例 1.2.2 考虑正三角形的对称群 G = D3 = 〈a, b|a2 = b3 = e, aba−1 = b−1〉. 以
下均为群代数 A = C[G] 的幂等元:

e1 =
1

6

∑
g∈G

g, e2 =
1

6

∑
g∈G

sgn(g)g =
1

6
(e+ b+ b2 − a− ab− ab2),

e3 =
1

3
(e+ ω2b+ ωb2), e4 =

1

3
(e+ ωb+ ω2b2),

它们满足 ae1 = be1 = e1, ae2 = −e2, be2 = e2, ae3 = e4a, ae4 = e3, be3 = ωe3 和

be4 = ω2e4. 于是 V1 = Ae1 和 V2 = Ae2 是 1 维 C[G]-模. V3 = Ae3 = Span{e3, ae3} 和
V4 = Ae4 = Span{e4, ae4} 是 2 维 C[G]-模. 通过左乘作用, a 和 b 在 V3 上作用的矩阵

分别为

ρ3(a) =

0 1

1 0

 , ρ3(b) =

ω 0

0 ω2

 .

于是 e3Ae3 = Span{e3} 是 1 维线性空间, 从而 e3 是本原幂等元, V3 是极小左理想. 同
样的计算可知 e4 也是本原幂等元, V4 = Ae4 也是极小左理想. 并且 e1, e2, e3, e4 是两两

正交的幂等元. 于是 A 可以分解为极小左理想的直和

A = Ae1 ⊕Ae2 ⊕Ae3 ⊕Ae4.

其中 Ae3 ∼= Ae4, 这是因为 e3Ae4 = Span{ae4} 是 1 维的.
例 1.2.3 在例 1.2.2 中, 我们计算了群代数 A = C[D3] 的极小左理想分解. 现

在我们继续讨论将 A 分解为代数的直和. 注意到 e1 + e2 + e3 + e4 = e, dim(e1Aei) =

dim(eiAe1) = δ1i 以及 dim(e2Aej) = dim(ejAe2) = δ2j . 我们得到 A 的代数分解.

A = (e1 + e2 + e3 + e4)A(e1 + e2 + e3 + e4) = e1Ae1 ⊕ e2Ae2 ⊕ (e3 + e4)A(e3 + e4).

这里 e1Ae1 和 e2Ae2 是 1 维代数, 单位元分别为 e1 和 e2. 它们可以看作是矩阵代数
C1×1 = C.

对于 B = (e3 + e4)A(e3 + e4), 它是 4 维的代数, 单位元是 e3 + e4. 下面我们说明
它同构于矩阵代数 C2×2. 首先, 由 e3Ae3 = Span{e3}, e3Ae4 = Span{ae4}, e4Ae3 =

Span{ae3} 和 e4Ae4 = Span{e4}, 可知

B = e3Ae3 ⊕ e3Ae4 ⊕ e4Ae3 ⊕ e4Ae4 = Span{e3, ae4, ae3, e4}.

故对任意 x ∈ B,设 x = x33e3+x34ae4+x43ae3+x44e4,其中系数 x33, x34, x43, x44 ∈ C.

令 φ : B → C2×2 为 φ(x) =

x33 x34

x43 x44

. 设 y = y33e3 + y34ae4 + y43ae3 + y44e4 ∈ B,

则

xy =(x33e3 + x34ae4 + x43ae3 + x44e4)(y33e3 + y34ae4 + y43ae3 + y44e4)
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=(x33y33 + x34y43)e3 + (x33y34 + x34y44)ae4 + (x43y33 + x44y43)ae3+

(x43y34 + x44y44)e4.

于是

φ(xy) =

x33y33 + x34y43 x33y34 + x34y44

x43y33 + x44y43 x43y34 + x44y44

=

x33 x34

x43 x44

y33 y34

y43 y44

= φ(x)φ(y).

因此我们得到代数同构 B ∼= C2×2. 于是 C[D3] 同构于 3 个矩阵代数的直和

C[D3] ∼= C1×1 ⊕ C1×1 ⊕ C2×2.

下面我们将证明一般的有限维半单代数也同构于若干个矩阵代数的直和. 设 A 是

有限维半单代数. 作为左 A-模, A 可以分解为极小左理想的直和:

A = I11 ⊕ · · · ⊕ I1i1 ⊕ I21 ⊕ · · · ⊕ I2i2 ⊕ · · · ⊕ Ir1 ⊕ · · · ⊕ Irir ,

其中 Ik1, · · · , Ikik 是彼此同构的极小左理想 (k = 1, · · · , r). 令 Ak = Ik1 ⊕ · · ·⊕ Ikik , 于
是 A = A1 ⊕ · · · ⊕Ar, 且对于 j 6= k, AjAk = {0}.

引理 1.2.1 Ak 是 A 的单理想.

证明 首先, Ak 是左理想的和, 从而也是左理想. 其次, 由于 AkA = Ak(A1⊕· · ·⊕

Ar) = AkAk ⊆ Ak, 所以 Ak 是右理想, 从而 Ak 是双边理想. 设 B 是 Ak 中非零的极

小双边理想, 则 B = J1 ⊕ · · · ⊕ Jm, 其中 J1, · · · , Jm 是彼此同构的极小左理想, 并且存
在 k ∈ {1, · · · , r} 使得 J1 ∼= Ik1. 由于对任意 j = 1, · · · , ik, 我们有 Ikj = IkjJ1 ⊆ B, 所
以 Ak ⊆ B, 故 B = Ak. 因此 Ak 是 A 的单理想.

上面的引理表明, 作为一个代数, Ak 是单代数. 因此有限维半单代数是单代数的直
和. 下面我们证明, 一般的单代数也和 Ak 类似, 是一些同构的极小左理想的直和.

命题 1.2.2 设 A 是单代数, 则存在 A 的极小左理想 I1, · · · , In 使得 Ik 彼此同

构且 AA = I1 ⊕ · · · ⊕ In.

证明 设 I 是 A的维数最小的非零左理想, 则 I 是极小左理想. 对 a ∈ A, Ia也是
A 的左理想. 并且 φa : x 7→ xa 是从 I 到 Ia 的满同态, 故 Ia ∼= I 或 Ia = {0}. 故对于
a, b ∈ A, Ia∩ Ib = Ia或 {0}. 在有限维代数 A中, 考虑维数最大的形如 Ia1⊕· · ·⊕ Iam
的左理想 B, 则对任意 b ∈ A, 若 Iakb 非零, 则 Iakb ⊆ B, 否则 B + Iakb 为直和,
从而它的维数大于 B 的维数, 与 B 的维数极大矛盾. 于是 B 是 A 的双边理想, 因此
B = A.

这命题说明,单代数 A是彼此同构的极小左理想的直和,即左正则模是完全可约的.
从而 A 是半单的. 下面我们进一步证明, 单代数 A 同构于某个矩阵代数. 为此先计算
单代数到自身的模同态空间.
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命题 1.2.3 设 I 是不可约 A-模, 则 D = EndA(I) 是域 F 上的除环, 并且作为
F -代数,

EndA(nI) ∼=Mn×n(D),

其中 nI 是 n 个 I 的直和, Mn×n(D) 是除环 D 上的 n× n 矩阵代数.

证明 由 Schur 引理可知, D = EndA(I) 是域 F 上的除环. 设 θij ∈ D(i, j =

1, · · · , n). 对 (x1, · · · , xn)T ∈ nI, 令

θ



x1
...
xn


 =



n∑
j=1

θ1j(xj)

...
n∑
j=1

θnj(xj)


=


θ11 · · · θ1n
...

...
θn1 · · · θnn



x1
...
xn

 .

则 θij ∈ EndA(I), 故 θ ∈ EndA(nI). 另一方面, 对 θ ∈ EndA(nI), 令 θij(xj) = πi ◦ θ ◦

ιj(xj), 其中 ιj(xj) = (0, · · · , xj , · · · , 0) ∈ nI 是从 I 到 nI 的第 j 个分量的自然嵌入, πi
是 nI 到第 i 个分量的自然投影. 则对 i, j = 1, · · · , n, 我们有 θij ∈ EndA(I). 也就是说,
任意 θ ∈ EndA(nI) 都可以写成以上的矩阵形式. 所以 φ : θ 7→ [θij ]n×n 给出线性同构

EndA(nI) ∼=Mn×n(D). 可以直接验证, φ 保持映射的复合, 从而 φ 是代数同构.

例 1.2.4 让我们从线性代数的角度来理解上述命题. 设 (ρ, V ) 是群代数 F [G] 的

不可约表示, 也就是 ρ : F [G] → End(V ) 是代数同态, 使得 V 成为不可约 F [G]-模. 则
在直和空间 V ⊕ V 上, F [G] 的作用表示为分块对角矩阵：对 g ∈ G,

(ρ⊕ ρ)(g) =

 ρ(g) 0

0 ρ(g)

 .

设分块矩阵

 X11 X12

X21 X22

 表示 V ⊕ V 到自身的 F [G]-模同态, 其中 Xij ∈ End(V ) 是

V 上的线性变换. 则由 ρ(g) 0

0 ρ(g)

 X11 X12

X21 X22

 =

 X11 X12

X21 X22

 ρ(g) 0

0 ρ(g)


可得 ρ(g)Xij = Xijρ(g),对 i, j = 1, 2都成立，即Xij ∈ EndF [G](V )是 V 上的 F [G]-模同
态. 故模同态空间 EndF [G](V⊕V )同构于体 EndF [G](V )上的矩阵空间M2×2(EndF [G](V )).

引理 1.2.2 设 A 是结合代数, Aop 是把 A 的元素逆向相乘来定义乘法的代数,
即 x ◦

op
y = yx. 则 EndA(AA) ∼= Aop.



12 第一章 结合代数的表示与群代数

证明 设 φ ∈ EndA(AA), 则 φ(x) = xφ(e), 其中 e 是 A 的单位元. 容易验证,
θ : φ 7→ φ(e) 是 EndA(AA) 和 A 的线性空间同构. 对于 φ1, φ2 ∈ EndA(AA), 我们有
(φ1 ◦ φ2)(x) = φ1(xφ2(e)) = xφ2(e)φ1(e), 故 θ 把乘法的顺序颠倒了. 所以作为代数,
EndA(AA) ∼= Aop.

命题 1.2.4 设 A 是单代数, 且 A ∼= nI, 其中 I 是不可约 A-模, 则

A ∼=Mn×n((EndA(I))op
).

证明 由引理 1.2.2 和命题 1.2.3 可知,

A ∼= (EndA(AA))op ∼= (EndA(nI))op ∼= (Mn×n (EndA(I)))op ∼=Mn×n((EndA(I))op
),

其中, 最后一个同构由矩阵转置 X 7→ XT 给出.

命题 1.2.5 设 D 是域 F 上的除环, 则矩阵代数 Mn×n(D) 是单代数.

证明 设 B 是 Mn×n(D) 的非零双边理想, Eij 是第 i 行第 j 列的位置等于 1, 其
余位置等于 0 的矩阵. 若在非零矩阵 X ∈ B 中 xkl 6= 0, 则 Eij =

1

xkl
EikXElj . 于是所

有 Eij 都在 B 中, 从而 B =Mn×n(D).

综合以上命题, 我们得到单代数的一些等价刻画.
定理 1.2.3 设 A 是有限维代数, 则下列条件等价:

(1) A 是单代数;

(2) A 是彼此同构的极小左理想的直和;

(3) A 同构于某个除环 D 上的矩阵代数 Mn×n(D).

设 A 是半单结合代数, 则由前面的讨论得知 A 分解为一些不同构的单代数 Ak 的

直和, 并且这些单代数 Ak 是彼此同构的极小左理想的直和. 于是我们有以下关于半单
结合代数的结构定理. 由这个定理可以看出, 代数 A 是半单的当且仅当 A 是一些矩阵

代数的直和.
定理 1.2.4（Wedderburn (韦德伯恩)） 设 A 是半单结合代数, I1, · · · , Ir 是 A

的所有不同构不可约模, 且 AA ∼= n1I1 ⊕ · · · ⊕ nrIr. 则

A ∼=Mn1×n1(D1)⊕ · · · ⊕Mnr×nr (Dr).

其中 Dk = (EndA(Ik))op.

证明 由引理 1.2.2 和 Ik 彼此不同构可知,

A ∼= (EndA(AA))op ∼= (EndA(n1I1))op ⊕ · · · ⊕ (EndA(nrIr))op
.

对 k = 1, 2, · · · , r，(EndA(nkIk))op ∼=Mnk×nk((EndA(Ik))op
).
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推论 1.2.2 在定理 1.2.4 的条件下, 我们有 dimF Ik = nk dimF EndA(Ir), 且

dimF A = n21 dimF EndA(I1) + · · ·+ n2r dimF EndA(Ir).

证明 由 Ik ∼= HomA(AA, Ik) ∼= HomA(nkIk, Ik) ∼= nkEndA(Ik), 可知

dimF Ik = nk dimF EndA(Ir).

再由 dimF M
nk×nk((EndA(Ik))op

) = n2kdimFEndA(Ik) 和定理 1.2.4 中的分解, 我们得
到 dimF A 的分解.

1.3 群代数的中心

设 A 是半单代数, 我们知道 A 可以分解为若干单理想 A1, · · · , As 的直和. 这些单
理想的个数正是不同构的 A-不可约模的数目. 特别地

1A = e1 + · · ·+ es,

其中 ek ∈ Ak, k = 1, · · · , s. 与 1.2 节中关于左理想的讨论类似, 可以证明这些 ek 都是

幂等元. 进而对任意 a ∈ A, ae1 + · · ·+ aes = a = e1a+ · · ·+ esa. 根据这个分解是 (双
边) 理想的直和分解, 可知对 k = 1, · · · , s, 都有 aek = eka, 即 ek 是在 A 的中心 Z(A)

里. 我们将 A 的中心中的幂等元称为中心幂等元.
容易看到, 中心幂等元 ek 生成了理想 Ak, 即 Ak = Aek = ekA, 并且 ek 是 Ak 作为

代数的单位元. 即对 x ∈ Ak, xek = ekx = x. 从矩阵代数的观点来看, 每个单理想 Aek

均同构于某个矩阵代数 Mn×n(Dk), 故 Ak 的单位元 ek 对应于这个矩阵代数中的单位

矩阵. 由 ekej = δkjek, 可知 e1, · · · , es 是线性无关的.
对于群代数 A = F [G], 它的中心 Z(F [G]) 还有一组线性无关的向量, 而且它们组

成了中心的一组基, 它是由群 G 的共轭类给出的. 设 C1, · · · , Cr 是 G 的共轭类, 令
ck =

∑
g∈Ck

g. 由于共轭类不相交, 所以 {c1, · · · , cr} 是线性无关的. 若 h ∈ G, 则

hck =
∑
g∈Ck

hg =

∑
g∈Ck

hgh−1

h = ckh.

可见 ck ∈ Z(A). 若 a =
∑
g

agg ∈ Z(A), ag ∈ F , 则由 h−1ah = a 可知, a 的分量系数

满足 ah−1gh = ag. 也就是说, 若 g 与 g′ 共轭, 则它们对应的系数相等: ag = ag′ . 从而
a 可以写成 c1, · · · , cr 的线性组合. 因此 {c1, · · · , cr} 是中心 Z(A) 的一组基.
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通过比较 Z(F [G]) 中这两组线性无关向量的个数, 我们得到群代数不可约模数目
的上界.

命题 1.3.1 设群代数 F [G]是半单的,则 F [G]的不同构不可约模的数目不超过

G 的共轭类的个数.
特别地, 在复数域 C 上, Dk = (EndA(Ik))op ∼= C, 从而矩阵代数 Mn×n(Dk) 的中

心为数量矩阵. 此时单代数 Aek 的中心是由 ek 生成的 1维线性空间. 所以群代数 C[G]

的中心还有一组基 {e1, · · · , er}. 于是我们得到, F [G] 的不同构不可约模的个数等于 G

的共轭类的个数.

1.4 中心化子

在本节中我们讨论半单代数的中心化子. 设 A 是 F 上的代数，M 是有限维 A-模.
我们有代数同态 ρ : A→ EndF (M). 将

A′
M = EndA(M) = {f ∈ EndF (M) | f ◦ ρ(a) = ρ(a) ◦ f, ∀a ∈ A}

称为 A 在 EndF (M) 中的中心化子, 简称中心化子, 在不引起混淆的情况下简记为 A′.
容易看到, A′ 也是一个结合代数, 而且 M 成为 A′-模. 也就是对 f ∈ A′ 和 v ∈ M，

f · v = f(v) 给出了 M 上的 A′-模结构. 由于 A′ 是 EndF (M) 的子代数, 故可以考虑它
的中心化子. 将

A′′
M := EndA′(M) = {f ∈ EndF (M) | f ◦ f ′ = f ′ ◦ f, ∀f ′ ∈ A′}

称为 A 的双中心化子, 简记为 A′′. 对 a ∈ A 和 f ∈ A′, f(av) = af(v), 可知 f ◦ ρ(a) =

ρ(a) ◦ f . 也就是 ρ(a) ∈ EndA′(M). 从而我们有代数同态 ρ : A → A′′. 因为 A 的单位

元在 ρ 下对应 idM，所以 ℓ 是非零同态. 一个自然的问题是这个同态是不是满的.
定理 1.4.1（Jacobson (雅各森)） 设 M 是有限维完全可约 A-模. 则对 f ∈

EndA′(M) 及 v1, · · · , vn ∈M , 存在 a ∈ A 使得对任何 1 ⩽ i ⩽ n, f(vi) = avi.

证明 我们先考虑 n = 1 的情形. 此时对任意 f ∈ EndA′(M) 和 v ∈M , Av 是 M

的子模, 由 M 的完全可约性可知, 存在子模 W 使得 M = Av ⊕W . 令 π : M → Av

是自然投影, 则作为 A-模同态, π 与 f 可交换, 从而 f(v) = f(π(v)) = π(f(v)). 这表明
f(v) ∈ π(M) = Av, 从而存在 a ∈ A 使得 f(v) = av.

若 n ⩾ 2, 令 Cn = EndA(nM), 则与命题 1.2.3 类似可证, Cn ∼=Mn×n(A′). 设 f ∈

EndA′(M), 考虑映射 fn : nM → nM , fn(v1, · · · , vn) = (f(v1), · · · , f(vn)). 可直接验证
fn 对应于 Mn×n(A′) 中的对角矩阵. 从而与 Cn 中的元素交换, 故 fn ∈ EndCn(nM).
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由 n = 1 时的结论, 存在 a ∈ A 使得 fn(v1, · · · , vn) = a(v1, · · · , vn). 因此对任何
i = 1, · · · , n, f(vi) = avi.

在此定理中, 若 v1, · · · , vn 是 M 的一组基, 则 A′′ 的元素都是 av 的形式, 也就是
说同态 ρ : A → A′′ 是满的. 特别地, 当 A 是半单代数且 ρ 是单射时, 可以将 A 看作

EndF (M) 的子代数, 且 A = A′′.
设 M 是有限维 A-模, I 是 A 的极小左理想, 则 D = EndA(I) 是除环. 此时 A′ 也

是半单的.
命题 1.4.1 设 A 为半单代数, M 是有限维 A-模, 则 A′ 是半单代数.

证明 设 I1, · · · , Ir 是 A的所有彼此不同构的极小左理想, 维数分别为 d1, · · · , dr.
则 M ∼= m1I1 ⊕ · · · ⊕mrIr, m1, · · · ,mr ∈ N.

EndA(M) ∼=EndA(m1I1)⊕ · · · ⊕ EndA(mrIr)

∼=Md1×d1(EndA(I1))⊕ · · · ⊕Mdr×dr (EndA(Ir))

∼=Md1×d1(D1)⊕ · · · ⊕Mdr×dr (Dr).

可见 EndA(M) 是除环上的矩阵代数的直和, 从而是半单代数.

注意到 M 上也有中心化子 A′ 的作用, 下面我们来分析 M 如何分解为不可约 A′-
模的直和. 首先, I 是左 D-模, 而模同态空间 HomA(I,M) 是右 D- 模. 事实上, 对
f ∈ HomA(I,M) 和 d ∈ D, 我们有 D 在 HomA(I,M) 上的右作用: fd := f ◦ d. 于是我
们可以通过做模的张量积, 得到左 A- 模 HomA(I,M)⊗D I.

命题 1.4.2 设 A 是半单代数, M 是有限维 A-模, I1, · · · , Ir 是 A 的所有彼此不

同构的极小左理想, Dk = EndA(Ik), 则

M ∼= HomA(I1,M)⊗D1 I1 ⊕ · · · ⊕ HomA(Ir,M)⊗Dr Ir.

证明 令 Φ : HomA(I1,M)⊗D1
I1 ⊕ · · · ⊕ HomA(Ir,M)⊗Dr

Ir →M 为

Φ((f1 ⊗ x1, · · · , fr ⊗ xr)) = f1(x1) + · · ·+ fr(xr).

由于 M 同构于 I1, · · · , Ir 的直和, 所以 Φ 是满同态. 设 M ∼= n1I1 ⊕ · · · ⊕ nrIr. 由于
Ik 是不可约 A-模, 故 HomA(Ik,M) ∼= nkHomA(Ik, Ik) 作为右 Dk-模的维数是 nk. 所
以作为 F -线性空间,

dimF (HomA(Ik,M)⊗Dk
Ik) = nkdimF (Ik).

比较维数可知 Φ 是同构.

定理中的 HomA(I,M) 是 A′-模. 设 f ∈ HomA(I,M), u ∈ A′ = EndA(M), 则 A′

的作用为 u(f) = u ◦ f . 下面我们证明 HomA(I,M) 是 A′ 的不可约模, 并且与 A 的极

小左理想 I 一一对应.
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命题 1.4.3 设 Ik 是 A 的极小左理想, 则 HomA(Ik,M) 是不可约 A′-模. 若 Ij

是 A 的极小左理想, 且 HomA(Ij ,M) 和 HomA(Ik,M) 是同构的 A′-模, 则 Ik ∼= Ij .

证明 设 f1, f2 ∈ HomA(Ik,M) 为非零 A′-模同态, 下面说明存在 u ∈ A′ 使得

f2 = u ◦ f1. 设 P1 为 f1(Ik) 的补模, 即 M = f1(Ik) ⊕ P1. 由 Ik 是不可约 A-模, 可
知 f1(Ik) 与 f2(Ik) 同构. 对 x ∈ f1(Ik) 和 y ∈ P1, 令 u(x + y) = f2 ◦ f−1

1 (x), 则
u ∈ EndA(M,M), 且 f2 = u ◦ f1. 因此 HomA(Ik,M) 是不可约 A′-模.

设 φ : HomA(Ik,M) → HomA(Ij ,M)是 A′-模同构, f ∈ HomA(Ik,M)为非零 A-模
同态. 于是 f(Ik) 为 M 中与 Ik 同构的 A-子模. 令 p ∈ A′ 为从 M 到 f(Ik) 的投影. 注
意到 φ(f)(Ij) 是 M 中与 Ij 同构的 A-子模, 且 φ(f) = φ(p ◦ f) = p ◦ φ(f)(因为 φ 是

A′-模同态), 所以 φ(f)(Ij) 在 p 的像中, 故 φ(f)(Ij) = f(Ik). 因此 Ik ∼= Ij .

由命题 1.4.2 和命题 1.4.3 可知,

M ∼=HomA(I1,M)⊗D1
I1 ⊕ · · · ⊕ HomA(Ir,M)⊗Dr

Ir

∼=dimD1
(I1)HomA(I1,M)⊕ · · · ⊕ dimDr

(Ir)HomA(Ir,M)

是 M 分解为不可约 A′-模的直和分解. 这样的分解体现了 A 和 A′ 的对偶性. 它们互
为中心化子. 并且它们的不可约表示之间有一一对应关系. 在 4.6 节中, 我们将运用中
心化子的性质来讨论对称群与一般线性群之间的 Schur-Weyl 对偶.

习题

1. 证明命题 1.1.1.
2. 证明：半单模的子模和商模都是半单的.
3. 设 A 是结合代数, e 是 A 中的幂等元, M 是 A-模, HomA(Ae,M) 是从 Ae 到

M 的模同态组成的线性空间. 证明：HomA(Ae,M) 作为线性空间同构于 eM .
4. 设 A 是 C 上的半单结合代数, I 是 A 的极小左理想. 证明：HomA(I, A) 同构

于 I 的对偶空间 I∗.
5. 将矩阵代数 Mn×n(F ) 分解为极小左理想的直和.
6. 证明不可约分解的唯一性: 设 V 是代数 A 的模, 且 V ∼= n1V1 ⊕ · · · ⊕ nrVr

和 V ∼= m1V1 ⊕ · · · ⊕msVs 是 V 的两个不可约分解, 即 V1, · · · , Vr 是彼此不同构的不

可约 A-模，W1, · · · ,Ws 是彼此不同构的不可约 A-模, 则 T = s, 且存在置换 σ, 使得
Wi = Vσ(i), 1 ⩽ i ⩽ s.

7. 设 M 是代数 A 的模, nM =
{
(x1, · · · , xn)T | x1, · · · , xn ∈M

}
为 n 个 M 的
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直和. 则 nM 是矩阵代数 Mn×n(A) 的模. 证明: nM 是不可约 Mn×n(A)-模当且仅当
M 是不可约 A-模.

8. 设 D 是除环. 证明: 矩阵代数 Mn×n(D) 的中心为 {z · In | z ∈ Z(D)}, 其中
Z(D) 是 D 的中心.

9. 设 s = c1e1 + · · ·+ ckek 为代数 A 的元素, 其中 c1, · · · , ck ∈ F , e1, · · · , ek 是 A

的两两正交的幂等元. 则对 i = 1, · · · , k, 存在多项式 pi(x) ∈ F [x], 使得 ei = pi(s).
10. 设 G 是有限群, 证明：对任意 a ∈ C[G], 方程 axa = a 在 C[G] 有解.
11. 证明: 由等式

xy = f(x, y)e+
∑
g ̸=e

agg, x, y ∈ F [G], ag ∈ F

定义的函数 f(x, y) 是群代数 F [G] 上的对称双线性函数, 并且 f 的核是 F [G] 的理想.
12. 求 3 个有限群, 使得其群代数 C[G] 分别是 1, 2, 3 个矩阵代数的直和.
13. 设 G 是有限群, 群代数 C[G] 没有幂零元, 证明: G 是交换群.
14. 将群代数 C[Q8] 分解为极小左理想的直和, 以及理想的直和.
15. 设 H 是有限群 G 的子群, 证明:
(1) 1

|H|
∑
h∈H

h 是群代数 F [H] 的幂等元;

(2) 1

|H|
∑
h∈H

h 是 F [H] 的中心幂等元当且仅当 H 是 G 的正规子群.


