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从本册开始, 我们将学习抽象代数部分. 抽象代数也称为近世代数, 它通常被认为
是以 Galois (伽罗瓦) 理论的产生作为分界线的, 而在此之前的古典代数学则着重于研
究求解代数方程. 法国数学家 Galois在 19世纪二三十年代用群的观点来研究代数方程
的解, 证明了一般的高于四次的代数方程没有根式解. Galois 理论再加上其他一些学科
的需要, 代数学的研究逐渐转为研究各种代数结构和它们的运算性质. 特别是 20 世纪
以来, 数学得到了蓬勃发展, 很多数学分支中都出现了代数结构, 这样代数学自然就渗
透到这些数学分支中, 成为它们的基础.

为什么要研究代数结构的运算性质? 实际上求解代数问题利用的就是代数结构的
运算性质.

例 1.0.1 解一元一次方程 ax = b, 其中 a, b 为已知数 (有理数或实数或复数或某
个数域中的数), x 为未知数.

若 a 6= 0, 方程两端同时乘 a−1 得到 x = a−1b, 这里用到

a−1(ax) = (a−1a)x = 1 · x = x.

(这需要存在数 1, 非零数 a 有逆 (倒数), 乘法满足结合律.)
若 a = 0, 则不论 x 取何值, 方程左端总为 0 (这需要 0 乘任何数均为 0). 所以

若 b 6= 0, 则方程无解; 若 b = 0, 则 x 取任何数都是方程的解.
注意到我们在解决代数问题时用到的运算性质必须是所给的代数结构中具有的. 如

在域中确实存在例 1.0.1 中需要的运算性质, 但在其他代数结构中却并不总是这样. 如
在整数环中解方程 3x = 6, 虽然我们知道它的解为 x = 2, 但这却不能通过在方程两端
同时乘系数 3 的逆得到. 因为在整数环中, 3 的逆是不存在的, 而不存在的事物是不能
被使用的.

这是一个典型的代数问题, 特点是对一类问题 (不只是单个问题) 利用统一的方法
(即运算性质) 求出所有可能的解答, 故运算性质是解决代数问题的关键所在. 在解决各
种问题的过程中, 人们常常主动地把与此问题有关的对象 (某个有特定关系的集合) 组
织成一个可运算的结构并研究它的运算性质, 这个带有运算的集合就是代数结构. 下面
我们看一个为解决问题而引入的代数结构的例子.

例 1.0.2 为解决 x2 + 1 = 0 在实数域 R 中无解的问题, 取 R 上的 2 维向量集

R2 = {(a, b) | a, b ∈ R},

在其上定义加法和乘法为

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d), (a, b)(c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

则 R2 有着和 R 相同的运算性质 (加法和乘法的交换律和结合律, 乘法关于加法的分配
律, 每个数有负数, 非零数有倒数等), 并且 x2+1 = 0 在其中有解 (0,±1). 注意到在 R2
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中, 每个实数 a 被写成 (a, 0), 即 1 = (1, 0), 0 = (0, 0). 实际上这个 R2 在如上加法和乘

法下就是复数域.

随着代数学的发展, 人们引入了许多带有运算的结构, 开始是单个地、独立地研究
各个具体的带有运算的结构. 但人们逐渐发现, 许多带有运算的结构有相同的运算性
质, 可以抽象出来进行讨论, 抽象讨论得到的结果适用于具体的带有运算的结构. 英国
著名哲学家 Alfred North Whitehead (怀特海) 说:“最高的抽象是控制我们对具体事
物的思想的真正武器.”抽象是代数学研究乃至整个数学研究中最常用的手段. 直观地
说, 给定一个抽象的非空集合, 在其中定义一些运算, 满足一些运算法则 (称为公理). 一
组公理就定义了一种代数结构,代数学就是在这些公理的基础上来研究代数结构的运算
性质.

《代数学 (一)》中已经定义了群、环、域、模等代数结构, 给出了一些群、环、域的
例子, 并详细地讨论了线性空间这种代数结构. 在接下来的抽象代数部分, 我们将进一
步讨论群、环、域、模等代数结构和它们的运算性质. 作为开篇, 本章再次给出群、环、
域这三种代数结构的定义、基本性质和更多的例子. 为了叙述清楚, 下面用符号 Z 表示

整数集, Z+ 表示正整数集, N = Z+ ∪ {0} 表示自然数 (非负整数) 集, Q 表示有理数集,
R 表示实数集, C 表示复数集.

1.1 运算与运算法则

代数结构的灵魂就是运算, 代数结构的运算性质就是其中的运算所满足的结论. 小
学时我们就熟悉了整数及分数的四则运算, 《代数学 (一)》中给出了运算的严格定义,
本书的前两册中我们学习了矩阵的加法和乘法运算、向量的加法运算、实向量的内积运

算等. 下面再复述一下运算这个概念.

设 A, B, C 是三个非空集合, 一个 A × B 到 C 的映射称为 A 与 B 到 C 的代数

运算. 特别地, 当 A = B = C 时, 这样的代数运算也称为 A 上的一个代数运算 (或称
为 A 上的一个二元运算, 也简称为运算). 换句话说, 集合 A 上的代数运算是一个对应

法则, 使得对于 A 中任意两个元素 a, b (它们可以相同), 按这个法则都有 A 中唯一一

个元素 c 与其对应, 而 c 也称为元素 a, b 在此代数运算下的运算结果. 所以运算的核心
是运算结果唯一并且运算结果还在集合 A 中.

例 1.1.1 设 Fm×n 是域 F 上的所有 m × n 矩阵构成的集合, 显然矩阵加法
是 Fm×n 上的一个运算, 但若 m 6= n, 两个 m× n 矩阵不能相乘, 所以通常的矩阵乘法
不是 Fm×n 上的运算. 若 m = n, 显然通常的矩阵乘法是 Fn×n 上的运算.

仍然考虑集合 Fm×n, 任取 P = (pij)m×n, Q = (qij)m×n ∈ Fm×n, 定义
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P ◦Q = (pijqij)m×n,

则 ◦ 是 Fm×n 上的运算, 称其为矩阵的 Hadamard (阿达马) 乘积.

下面总假设非空集合 A 上有一个运算, 为方便起见, 把 A 上的这个运算称为乘法,
记为 ‘‘ · ”. A 中元素 a 和 b 的运算结果记为 a · b, 或简记为 ab, 也称其为 a 与 b 的积.
对于 a, b ∈ A, 若 a = b, 则对任意 c ∈ A 有 (a, c) = (b, c) ∈ A2, 由运算结果的唯一性
有 ac = bc. 类似地有 ca = cb, 分别称为等式 a = b 两端同时右乘 c 或同时左乘 c.

对于 a, b ∈ A, ab 是 A2 中元素 (a, b) 在该运算下的像, 而 ba 是 A2 中元素 (b, a)

在该运算下的像. 若 a 6= b, 则 (a, b) 6= (b, a), 所以对运算结果来说, 我们不能指望一定
有 ab = ba. 但特别地, 若 ab = ba, 则称 a, b在该运算下可交换. 若对任意的 a, b ∈ A, a
和 b 在运算下均可交换, 即均有 ab = ba, 则称该运算满足交换律. 例如通常数的加法和
乘法运算、矩阵的加法运算、向量的加法运算都满足交换律,例 1.1.1中矩阵的 Hadamard
乘积运算也满足交换律. 但当 n ⩾ 2 时, Fn×n 上通常的矩阵乘法运算则不满足交换律.
一般说来, 映射的合成运算也不满足交换律.

前面定义的集合 A上的运算是二元运算,即在该运算下集合 A中的两个元素 a和 b

有唯一的一个运算结果 ab. 那么对于 A 中的多个元素又当如何? 它们可以运算吗? 对
集合 A 中的多个元素, 为了运算, 这需要组合成多次二元运算, 而组合是通过加括号来
完成的, 但是元素的前后次序不能改变. 例如对于三个元素 a, b, c ∈ A, 可以通过加括
号组合成两种运算方式, 即 (ab)c 和 a(bc), 前一种方式是先计算 ab, 再计算 A 中的元

素 ab和 c的乘积. 后一种方式是先计算 bc, 再计算 A中的元素 a和 bc的乘积. 对于 A

中四个元素 a, b, c, d, 有如下 5 种不同的运算方式, 分别为 ((ab)c)d, (a(bc))d, (ab)(cd),
a((bc)d), a(b(cd)).

如果对 A 中任意三个元素 a, b, c ∈ A, 均有

(ab)c = a(bc),

即它们组合成二元运算的两种运算方式的运算结果相等, 就称 A 上的该运算满足结合

律. 例如通常数的加法和乘法运算、矩阵的加法和乘法运算、向量的加法运算、映射的
合成运算都满足结合律, 例 1.1.1 中矩阵的 Hadamard 乘积运算也满足结合律. 而通常
数的减法运算不满足结合律.

定理 1.1.1 若集合 A上的运算有结合律,则有广义结合律,即对 A中任意 n ⩾ 3

个元素 a1, a2, · · · , an 组合成的多种运算方式所得的运算结果都相等.

证明 记

a1a2 · · · an = (· · · (((a1a2)a3)a4) · · · an−1)an,

即按照从前往后的方式组合所得的运算结果. 设 ϕ(a1, a2, · · · , an)是任意一种组合成的
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运算方式的运算结果, 广义结合律即为

ϕ(a1, a2, · · · , an) = a1a2 · · · an.

下面通过对 n 做归纳来证明. n = 3 时即为结合律, 结论显然成立. 设 n > 3 且结

论对任意 m < n 已经成立.
对任一 ϕ(a1, a2, · · · , an), 这个乘积的最后一次乘法一定是对某个 m < n, 由 a1,

a2, · · · , am 的某个乘积 ϕ1(a1, a2, · · · , am)和 am+1, am+2, · · · , an 的某个乘积 ϕ2(am+1,

am+2, · · · , an) 做乘积, 即

ϕ(a1, a2, · · · , an) = ϕ1(a1, a2, · · · , am)ϕ2(am+1, am+2, · · · , an).

由归纳假设, ϕ1(a1, a2, · · · , am) = a1a2 · · · am, ϕ2(am+1, am+2, · · · , an) = am+1am+2 · · ·

an. 如果 m+ 1 = n, 那么

ϕ1(a1, a2, · · · , am)ϕ2(am+1, am+2, · · · , an) = (a1a2 · · · am)an = a1a2 · · · an.

如果 m+ 1 < n, 由运算满足结合律, 有

ϕ1(a1, a2, · · · , am)ϕ2(am+1, am+2, · · · , an) = (a1a2 · · · am)(am+1am+2 · · · an)

= (a1a2 · · · am)((am+1am+2 · · · an−1)an)

= ((a1a2 · · · am)(am+1am+2 · · · an−1))an

= (a1a2 · · · an−1)an

= a1a2 · · · an.

从而结论对 n 成立. 由归纳法原理, 定理对任意正整数 n ⩾ 3 成立.

上面定理表明,若 A上的运算有结合律,则 A中任意有限个元素组合成的多种运算

方式的运算结果都相等, 这可以让我们自由地讨论多个元素组合的运算. 为此下面我们
讨论的代数结构中的运算都满足结合律,并用 a1a2 · · · an来表示 n个元素 a1, a2, · · · , an
的任一种组合方式所得到的运算结果. 特别地, 设 n 为正整数, 若 a1 = a2 = · · · = an =

a, 则记
an = aa · · · a︸ ︷︷ ︸

n 个

,

并称 an 为 a 的 n 次幂 (或 n 次方). 显然, 对任意正整数 m, n, 有

aman = am+n

和

(am)n = amn.
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定义 1.1.1 A 中元素 e 称为单位元, 若对任意 a ∈ A 均有 ea = ae = a.
命题 1.1.1 设 A 有单位元, 则单位元是唯一的.

证明 设 e1 和 e2 都是 A 的单位元, 则由单位元的定义有

e2 = e1e2 = e1.

若 A 有单位元 e, 对任意 a ∈ A, 定义 a0 = e, 即在有单位元的代数结构中定义每
个元素的 0 次幂均为单位元.

定义 1.1.2 设 A 有单位元 e, a ∈ A, 若存在 b ∈ A 使得

ab = ba = e,

则称元素 a 可逆, 而元素 b 称为元素 a 的一个逆元.
由定义可以看出, 讨论 A 中元素是否可逆是在 A 有单位元的前提下进行的. 所以

后面说到元素可逆时, 该代数结构必须有单位元, 而为简洁起见, 这一点我们以后就不
重复说了.

命题 1.1.2 设 A 上的运算满足结合律, 若 a ∈ A 可逆, 则 a 的逆元唯一.

证明 设 b1 和 b2 都是 a 的逆元, e 为 A 的单位元, 则有

b2 = eb2 = (b1a)b2 = b1(ab2) = b1e = b1.

由该命题, 运算具有结合律的代数结构中的可逆元的逆元唯一, 下面就用 a−1 来记

可逆元 a 的唯一逆元.
命题 1.1.3 设 A 上的运算满足结合律, 若 a ∈ A 可逆, 则 a−1 也可逆, 且

(a−1)−1 = a. 进一步地, 若两个元素 a, b 都可逆, 则它们的乘积 ab 也可逆, 且

(ab)−1 = b−1a−1.

证明 仍用 e 表示 A 中的单位元, 由定义有

aa−1 = a−1a = e,

由此立得 a−1 可逆, 且 (a−1)−1 = a.
设 a, b ∈ A 都可逆, 则由广义结合律有

(ab)(b−1a−1) = (a(bb−1))a−1 = (ae)a−1 = aa−1 = e.

同样地, 可以证明 (b−1a−1)(ab) = e, 所以 ab 可逆且

(ab)−1 = b−1a−1.
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类似地, 若 A 上的运算满足结合律, 归纳可证若 a1, a2, · · · , am ∈ A 均可逆, 则
a1a2 · · · am 也可逆, 且其逆元

(a1a2 · · · am)−1 = a−1
m · · · a−1

2 a−1
1 .

该结论通常称为穿脱法则.

一般地, 对于 a ∈ A, 若存在 b ∈ A 使得 ab = e, 则称 b 为 a 的一个右逆. 若存
在 c ∈ A 使得 ca = e, 则称 c 为 a 的一个左逆. 类似于命题 1.1.2 的证明可得若 A 上的

运算满足结合律, 且 a ∈ A 有右逆 b 和左逆 c, 则 b = c, 从而 a 可逆且 a−1 = b = c.

从符号上来说, 若 A 上的运算写为加法 ‘‘ + ”, 则 A 中元素 a 和 b 的运算结果记

为 a + b, 并称其为 a 与 b 的和. 若运算 ‘‘ + ” 满足结合律, 这时元素的幂就成为倍数,
即对于 a ∈ A, n 为正整数, 定义

na = a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸
n 个

.

类似地, 对任意正整数 m, n 有

ma+ na = (m+ n)a

和

n(ma) = (mn)a.

设 A 上的运算记为加法 ‘‘ + ”, 若 A 中有单位元, 则该元素记为 0 并称为零元, 即
对任意 a ∈ A 有

0 + a = a+ 0 = a.

这时也定义 0a = 0, 即元素的 0 倍为零元. 这里要注意等式左、右两端符号 0 的含义是
不同的, 左端的 0 表示的是整数 0, 而右端的 0 是 A 中的零元. 若 a ∈ A 可逆, 则 a 的

唯一逆元记为 −a, 并称其为 a 的负元.

《代数学 (一)》第一章中定义了等价关系, 所谓等价关系就是一个满足自反性、对
称性和传递性的二元关系. 设 R 是集合 A 上的一个等价关系, 对于 a ∈ A, 所有与 a 等

价的元素做成的集合 a 为 R 的一个等价类, a 称为该等价类的一个代表元. 注意到等
价类代表元是不唯一的, 等价类 a 中的任一元素都是 a 的代表元. A 在等价关系 R 下

的所有等价类构成的集合称为 A 关于 R 的商集, 记为 A/R. 若 A 上有运算 ‘‘ · ”, 在商
集 A/R 上定义

a ◦ b = a · b,

则 ‘‘ ◦ ” 是否是 A/R 上的运算?
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由于商集中的元素是等价类,等价类的代表元选取不一定唯一,而 ‘‘◦”是由等价类
的代表元来定义的. 所以若 ‘‘ ◦ ” 是 A/R 上的运算, 由运算结果的唯一性, 必然满足如
下条件:

若 a1 = a2 且 b1 = b2, 则 a1 · b1 = a2 · b2. (1.1)

容易验证这个必要条件也是充分的, 即若条件 (1.1) 成立, 则 ‘‘ ◦ ” 是 A/R 上的运算. 条
件 (1.1) 称为等价类的运算与代表元的选取无关, 这时称集合 A 上满足条件 (1.1) 的运
算 ‘‘ · ”与 A上的等价关系 R 相容, 也称 ‘‘ ◦ ”是由 A上的运算 ‘‘ · ”诱导出的商集 A/R

上的运算. 进一步地, 容易验证若 A 上的运算 ‘‘ · ” 满足交换律或 (和) 结合律, 则它诱
导出的商集 A/R 上的运算 ‘‘ ◦ ” 也满足交换律或 (和) 结合律. 若 A 有单位元 e, 则易
知 ē 为 A/R 的单位元; 若 a ∈ A 有逆元 a−1, 则 a−1 为 ā ∈ A/R 的逆元.

习题 1.1

1. 判断下列论断是否正确, 若正确, 给出简要证明, 否则举反例说明:
(1) 设 R+ 是所有正实数构成的集合,

R → R+

y 7→ y2

是一个映射;
(2) 在 R 中, 对任意 x, y ∈ R, 定义

xRy ⇔ |x− y| ⩽ 3,

关系 R 是一个等价关系;
(3) 在 Z 中, 对任意 m,n ∈ Z, 定义

mRn⇔ 2 ∤ m− n,

关系 R 不是一个等价关系;
(4) 在 n 阶复矩阵集合 Cn×n 中, 对任意 M,N ∈ Cn×n, 定义

MRN ⇔存在 P,Q ∈ Cn×n, 使得 M = PNQ,

关系 R 是一个等价关系;
(5) 一个非空集合上的关系可以同时是等价关系和偏序关系.
2. 设 A, B 是两个集合, f : A→ B 和 g : B → A 是映射. 如果 gf 为集合 A 上的

恒等变换 idA,那么称 g 为 f 的一个左逆映射. 如果 fg 为集合 B 上的恒等变换 idB ,那
么称 g 为 f 的一个右逆映射. 如果 g 既是 f 的左逆映射又是 f 的右逆映射, 那么称 g

为 f 的逆映射. 证明
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(1) f 有左逆映射当且仅当 f 是单射, f 有右逆映射当且仅当 f 是满射, 从而 f 有

逆映射当且仅当 f 是双射;
(2) 若 f 有左逆映射 g, 同时又有右逆映射 h, 则 g = h.
3. 设 A, B 是两个有限集合, |A| = m, |B| = n, 证明
(1) 映射 f : A→ B 的个数为 nm;
(2) 若 f : A → B 为单射, 则有 m ⩽ n; 进一步地, 若 m ⩽ n, 则从 A 到 B 的单射

个数为

n(n− 1) · · · (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
;

(3) 若 f : A → B 为满射, 则 m ⩾ n; 进一步地, 若 m ⩾ n, 则从 A 到 B 的满射个

数为
n∑
j=0

(−1)n−j
(
n

j

)
jm;

(4) 设 m = n, 则从 A 到 B 的单射也是满射, 从 A 到 B 的满射也是单射, 从而
从 A 到 B 的单射或满射都是双射.

4. 在 Z 中, 考虑如下定义的两个等价关系 ∼1 和 ∼2. 对任意 m,n ∈ Z, 定义

m ∼1 n⇔ 6 | m− n, m ∼2 n⇔ 2 | m− n.

(1) 描述 ∼1 诱导的 Z 的划分 Z6 和 ∼2 诱导的 Z 的划分 Z2;
(2) 以上两个划分中, 是否存在一个比另一个更细? 为什么?
5. 判断以下给出的集合上的运算是否满足结合律或者交换律. 若答案为否,请举例

说明原因:

集合 运算 结合律 交换律

Z a ∗ b = a− b

Z+ a ∗ b = 2ab

C2×2 M ∗N = MN −NM

6. 设 A = Q \ {−1}, 即不等于 −1 的所有有理数构成的集合, 对于 a, b ∈ A, 定
义 ◦ 为

a ◦ b = a+ b+ ab.

证明 ◦ 是集合 A 上的运算, 且满足交换律和结合律. 进一步判断 A 中是否有单位元?
A 中元素是否有逆元? 在有逆元时求出元素 a ∈ A 的逆元.

7. 考虑 Q 上的等价关系:

u ∼ v ⇔ u− v ∈ Z,

证明 Q 上的加法与等价关系 ∼ 相容.
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1.2 半群与群

下面我们将给出代数结构群、环、域的概念, 一些例子并讨论它们的基本性质.
定义 1.2.1 设 S 为一非空集合,其上有一个代数运算,且运算满足结合律,则称 S

为一个半群. 进一步地, 若半群 S 有单位元, 则称 S 为幺半群.
例 1.2.1 自然数集 N 在通常数的加法运算下做成一个幺半群, 它的零元为自然

数 0. N在通常数的乘法运算下也做成一个幺半群,它的单位元为自然数 1. 正整数集 Z+

在通常数的加法运算下做成一个半群, 它没有零元. 而 Z+ 在通常数的乘法运算下做成

一个幺半群, 它的单位元为正整数 1.

注意到半群中的运算满足结合律, 所以半群中有幂 (或倍式). 同样幺半群中可逆元
的逆元唯一, 也有穿脱法则等.

例 1.2.2 整数集 Z 在通常数的加法运算下做成一个幺半群, 它的零元为整数 0;
并且每个元素都有负元, 即它的相反数. 而 Z 在通常数的乘法运算下也做成一个幺半

群, 它的单位元为整数 1; 并且除 ±1 外, 其他元素都没有逆元.
例 1.2.3 设 Fn×n 为域 F 上所有 n 阶方阵构成的集合, 运算为通常矩阵的乘法,

则 Fn×n 做成一个幺半群, 它的单位元为单位矩阵 I, 可逆元为所有可逆矩阵.
定义 1.2.2 设 G是一个非空集合,其上有一个代数运算, G在这个运算下做成一

个幺半群 (即运算有结合律, 且 G 中有单位元), 并且 G 中每个元素都有逆元, 则称 G

为一个群.

群一定是幺半群,但反之不成立. 例如自然数集 N在通常数的加法运算下做成一个

幺半群, 但它不是群.

若群 G 的运算满足交换律, 则称 G 为交换群, 或称为 Abel (阿贝尔) 群. 元素个
数有限的群称为有限群, 元素个数无限的群称为无限群, 有限群中的元素个数称为该群
的阶, 通常有限群 G 的阶记为 |G|.

例1.2.4 若运算为通常数的加法,则 Z, Q, R, C都是交换群,零元都是数 0,数 a的

负元是 a的相反数. 若运算为通常数的乘法,则 Q∗ = Q\{0}, R∗ = R\{0}, C∗ = C\{0}

也都是交换群, 单位元都是数 1, 非零数 a 的逆元为 a 的倒数. 但是 Z∗ = Z \ {0} 在通

常数的乘法下不构成群, 因为除 ±1 外, Z∗ 中其余元素都没有逆元.
例 1.2.5 令 µn 为 n 次单位复根的集合, 即

µn = {a ∈ C | an = 1},

运算为通常的复数乘法. 首先需要确认复数乘法确实是 µn 中的运算, 事实上, 若 a, b ∈

µn, 即 an = 1, bn = 1, 则

(ab)n = anbn = 1,
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故 ab ∈ µn, 即运算结果在 µn 中, 而运算结果唯一是显然的. 运算的结合律在复数集合
上成立, 自然在 µn 上成立. µn 中存在单位元, 即数 1. 并且任意 a ∈ µn 在 µn 中有

逆 a−1. 所以 µn 是一个群, 称为 n 次单位根群. 由于 xn = 1 有 n 个复根, 故 µn 的阶

为 n. 进一步地,

µn = {ε0, ε1, · · · , εn−1},

其中 εk = ei 2kπn (= εk1), 0 ⩽ k ⩽ n− 1. 特别地, µ2 = {1,−1}.
例 1.2.6 设 GLn(F ) 为域 F 上所有 n 阶可逆矩阵构成的集合, 运算为矩阵乘法,

则容易验证 GLn(F ) 是一个群, 称为域 F 上的 n 级一般线性群. 设 SLn(F ) 为数域 F

上所有行列式为 1的 n阶矩阵构成的集合, 运算仍为矩阵乘法, 则 SLn(F )也是一个群,
称为域 F 上的 n 级特殊线性群. 注意, 这两个群在 n ⩾ 2 时都是非交换的.

命题 1.2.1 设 S 为幺半群, 用 U(S)表示 S 中所有可逆元构成的集合, 则 U(S)

在 S 的运算下构成一个群.

证明 显然 S 的单位元 e ∈ U(S), 故 U(S) 非空. 由命题 1.1.3 知可逆元的乘积
仍然是可逆元, 所以 S 的运算限制在 U(S) 上是 U(S) 上的运算. 运算的结合律显然,
U(S) 中有单位元 e, 仍由命题 1.1.3 知 U(S) 中任一元素在 S 中的逆元 a−1 ∈ U(S), 所
以它也是 a 在 U(S) 中的逆元. 故 U(S) 为群.

半群 S 中的可逆元也称为 S 的单位, 故称 U(S) 为幺半群 S 的单位群.
例 1.2.7 设 M 为一个集合, TM 表示 M 上的全体变换 (即 M 到自身的映射)构

成的集合, 定义 TM 上的运算为映射乘法 (合成), 则 TM 为一个幺半群, 单位元为恒等
变换 idM . 此幺半群的单位群记为 SM , 称为集合 M 的全变换群. 由习题 1.1 第 2 题知
幺半群 TM 中的元素可逆当且仅当它是 M 到自身的双射. 所以 SM 是 M 的全体可逆

变换 (即 M 到自身的双射) 构成的集合, 运算仍为映射乘法 (合成).

特别地, 若集合 M 有限, 不妨设 M = {1, 2, · · · , n} =: [n]. 显然 σ ∈ SM 当且仅

当 σ(1), σ(2), · · · , σ(n) 是 1, 2, · · · , n 的一个排列. [n] 到自身的双射也称为 [n] 上的一

个置换, 或为一个 n 元置换. 所有 n 元置换在置换乘法下构成的群 S[n] 称为 n 元对称

群, 也简记为 Sn. Sn 为有限群, 其阶为 n 元排列的个数, 即 n!.

下面给出群中一个基本的运算性质——消去律.
命题 1.2.2 设 G 为群, 则 G 中有消去律, 即对任意 a, b, c ∈ G, 若 ab = ac, 或

者 ba = ca, 则有 b = c.

证明 若 ab = ac, 则等式两端同时左乘 a−1 有

a−1(ab) = a−1(ac),

由结合律得 (a−1a)b = (a−1a)c, 即 eb = ec, 故 b = c.

若 ba = ca, 则等式两端同时右乘 a−1 可推出 b = c.
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一般地, 若在半群中可由 ab = ac 得到 b = c, 即可以消去左端的元素 a, 这称为左
消去律. 而可由 ba = ca 得到 b = c 就称为右消去律. 例如在例 1.2.7 的半群 TM 中, 在
等式 fg = fh 两端可左消去 f 当且仅当 f 为单射, 而在等式 gf = hf 两端可右消去 f

当且仅当 f 为满射. 所以在半群 TM 中既没有左消去律, 也没有右消去律.
群是半群, 所以群中也有穿脱法则, 即对群 G 中元素 a1, a2, · · · , am 有

(a1a2 · · · am)−1 = a−1
m · · · a−1

2 a−1
1 .

但是在群 G 中, 乘积的幂不一定等于幂的乘积, 即存在 a, b ∈ G, n ⩾ 2 为正整数, 但不
一定有 (ab)n = anbn, 这是因为

(ab)n = (ab)(ab) · · · (ab)︸ ︷︷ ︸
n 个

,

而

anbn = (aa · · · a︸ ︷︷ ︸
n 个

)(bb · · · b︸ ︷︷ ︸
n 个

).

当然若对于 a, b ∈ G, a, b 可交换, 即 ab = ba, 则容易验证有 (ab)n = anbn.
注意到群中的元素都有逆元, 所以对于群 G 中的元素 a, n 为正整数, 定义

a−n = (a−1)n,

即可以定义群中元素的负整数次幂 (或者负整数倍, 若群的运算写成加法). 这时幂运算
法则依然成立, 即对任意 a ∈ G, m, n ∈ Z, 有

aman = am+n

和

(am)n = amn.

习题 1.2

1. 设 S 为幺半群, a, b ∈ S, 若 ab 可逆, 是否有 a 和 b 均可逆? 证明或举出反例.
2. 设 S 为幺半群, a1, a2, · · · , am ∈ S 且两两可交换, 证明 a1a2 · · · am 可逆当且仅

当 a1, a2, · · · , am 均可逆.
3. 设 A 是一个非空集合, 其上有一个运算, el (或 er) ∈ A. 若对任意 a ∈ A, 均

有 ela = a (或 aer = a), 则称 el (或 er) 为 A 的一个左 (或右) 单位元. 对于 a ∈ A, 若
存在 b ∈ A 使得 ba = el (或 ab = er), 则称 b 为 a 的一个左 (或右) 逆元.

(1) 若 A 中运算满足结合律, 存在左单位元, 且 A 中每个元素都有左逆元, 证明 A

是一个群;
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(2) 若 A 中运算满足结合律, 存在右单位元, 且 A 中每个元素都有右逆元, 证明 A

是一个群.
4. 设 G 为具有一个运算的非空集合, 已知该运算满足结合律, 并且对于 G 中任意

两个元素 a, b, 方程 ax = b 和 xa = b 都在 G 中有解, 证明 G 是一个群.
5. 设 G 是一个群, a, b ∈ G, 如果 aba−1 = br, 其中 r 是一个整数, 证明对任意正整

数 i, 有 aiba−i = br
i

.
6. 设 G 是一个群, 如果对于任意 a, b ∈ G 都有 (ab)2 = a2b2, 证明 G 为交换群.
7. 设 n ⩾ 3, 在 n 元对称群 Sn 中找两个元素 σ, τ 使得 στ 6= τσ. 由此可知 Sn 不

是交换群.

1.3 环与域

定义 1.3.1 设 R 是一非空集合, R 上有两种代数运算, 分别称为加法和乘法, 记
为 ‘‘ + ” 和 ‘‘ · ”, 且满足

(1) R 对加法做成交换群, 即 (R,+) 为交换群.
(2) R 对乘法做成幺半群, 即 (R, ·) 为幺半群.
(3) 乘法对加法的左、右分配律成立, 即对任意 a, b, c ∈ R, 有

a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba+ ca.

则称 R 为一个环.
注意环中乘法不一定满足交换律, 满足乘法交换律的环称为交换环. 另外为讨论方

便起见, 特别是一些有重要意义的环中都有乘法单位元, 所以定义中特别要求环中有乘
法单位元, 但《代数学 (一)》中定义的环不要求这一点. 环中的乘法单位元称为环的单
位元, 常记为 1, 而环中加法的零元也称为环的零元, 记为 0. 在环 R 中, (R,+) 为交

换群, 所以环中的加法满足消去律. 对乘法来说, R 的可逆元也称为环 R 的单位. 由
于 (R, ·)为幺半群,故有单位群,幺半群 (R, ·)的单位群称为环 R 的单位群,记为 U(R).
环中的加法和乘法都满足结合律, 所以环中元素既有倍数 (包括负整数倍), 也有幂.

例 1.3.1 由《代数学 (一)》第三章知域 F 上的所有一元多项式集合 F [x] 在多

项式加法和乘法下构成一个交换环, 其中零元即零多项式 0, 单位元为零次多项式 1, 而
它的单位群 U(F [x]) 为 F ∗, 即域 F 的所有非零元构成的乘法群. 称 F [x] 为域 F 上的

一元多项式环.
例 1.3.2 设 R = {0}, 定义 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0, 在这两种运算下 R 构成一个环,

称这个环为零环, 它的零元和单位元都是 0. 显然它是交换环.



14 第一章 再探群、环、域

例 1.3.3 整数集 Z 在通常的整数加法和乘法运算下构成一个交换环, 称为整数
环. 设 k > 1 为正整数, 则所有 k 的倍数构成的集合 kZ = {kn | n ∈ Z} 在通常的整数

加法和乘法运算下不构成环, 因为 kZ 中没有单位元. 虽然它满足环中除乘法单位元这
个要求外的所有条件.

例 1.3.4 设 R = Fn×n, 即域 F 上所有 n 阶方阵构成的集合, 运算为通常的矩阵
加法和矩阵乘法, 则 R 构成一个环, 称为域 F 上的全矩阵环. 此环在 n ⩾ 2 时为非交

换环, 单位元是单位矩阵, 单位群为 GLn(F ).
命题 1.3.1 设 R 是环, 则对任意 a ∈ R, 有 0a = a0 = 0.

证明 由于 (0 + 0)a = 0a, 由分配律得

0a+ 0a = 0a = 0a+ 0,

再由加法的消去律得 0a = 0. 同理可证 a0 = 0.

若环 R 中单位元 1 = 0, 则对于任意 a ∈ R, 由命题 1.3.1 有

a = a · 1 = a · 0 = 0,

即 R = {0} 为零环. 所以若 R 6= {0}, 则一定有 1 6= 0, 从而 |R| ⩾ 2 且环 R 中的零元 0

是不可逆的. 环中有单位元, 但也并不是环中每个非零元都有逆, 环中乘法可逆的元素
称为可逆元 (或单位). 环 R中所有可逆元在乘法下构成一个群,即环 R的单位群 U(R).

定义 1.3.2 若环 R 至少含有 2 个元素且其中每个非零元都可逆, 则称 R 为除

环 (或体).
由定义,除环 R的单位群 U(R)为 R∗ = R\{0},即 R的所有非零元构成的乘法群.
不是所有环的乘法都满足消去律, 即对于 a, b, c ∈ R, a 6= 0, ab = ac (或 ba = ca),

则不一定有 b = c (群中乘法满足消去律是因为群中每个元素都可逆, 但环中并不是每
个非零元都可逆). 自然若 a 有逆, 且 ab = ac (或 ba = ca), 则同样可得 b = c. 所以,
除环中的乘法满足消去律. 设 H 为除环, a, b ∈ H 且 a 6= 0, 则方程 ax = b 和 xa = b

在 H 中有解, 分别为 a−1b 和 ba−1 (形式上说, 除环中可以做除法).
定义 1.3.3 设 R 为环, a 6= 0, 若存在 b 6= 0 使得 ab = 0, 则称 a 是 R 的一个左

零因子. 若存在 c 6= 0 使得 ca = 0, 则称 a 是 R 的一个右零因子. 左零因子或右零因子
都称为 R 的零因子.

设 a 为环 R 的一个左零因子, 即存在 b 6= 0 使得 ab = 0. 若 a 为可逆元, 则有

b = a−1(ab) = 0,

矛盾. 这表明环中的左零因子一定不可逆. 同理, 环中的右零因子也不可逆. 故除环中
没有左零因子,也没有右零因子. 显然交换环的左零因子也是右零因子,反之亦然. 容易
证明在域 F 上的全矩阵环 Fn×n 中, 元素 A 为左零因子当且仅当 A 不可逆也当且仅

当 A 为右零因子, 所以 Fn×n 中的左零因子也是右零因子, 虽然 Fn×n 不是交换环.
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例 1.3.5 设 R 为环, X 为一非空集合. 从 X 到 R 的所有映射的集合 RX 在

逐点加法和逐点乘法下构成一个环. 所谓映射的逐点加法和逐点乘法定义为对任意映
射 f, g ∈ RX 和任意 x ∈ X,

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

和

(fg)(x) = f(x)g(x).

容易验证 RX 交换当且仅当 R 交换, 若 R 不是零环且 |x| ⩾ 2, 则 RX 有零因子.
定义 1.3.4 至少含有 2 个元素且没有零因子的交换环称为整环.

容易验证整数环 Z 和域 F 上的一元多项式环 F [x] 都是整环.
定义 1.3.5 交换除环称为域.

由定义知域 F 是一个集合,至少含有 2个元素,在 F 中有两个代数运算,加法 ‘‘+”
和乘法 ‘‘ · ”, 且满足 (F,+) 为交换群, (F ∗, ·) 为交换群, 它就是域 F 的单位群, 也称为
域 F 的乘法群, 其中 F ∗ = F \ {0}, 且乘法对加法的分配律成立. 元素个数有限的域称
为有限域. 显然 Q, R 和 C 在通常数的加法和乘法下构成域, 分别称为有理数域、实数
域和复数域, 它们都是无限域. 但是整数集 Z 在通常数的加法和乘法下不是域, 而是一
个整环.

域是整环, 但整环不一定是域. 例如 Z 和 F [x] 都是整环, 但它们不是域. 然而容易
证明有限整环一定是域.

例 1.3.6 设 F2 = {0, 1}, 定义

0 + 0 = 1 + 1 = 0,

0 + 1 = 1 + 0 = 1,

0 · 0 = 0 · 1 = 1 · 0 = 0,

1 · 1 = 1,

则在这两个运算下, F2 构成一个域, 这是一个有限域.

习题 1.3

1. 设 R 为交换环, 对于任意 a, b ∈ R, 定义

a⊕ b = a+ b− 1, a� b = a+ b− ab,

证明 R 在运算 ⊕, � 下也构成一个交换环.
2. 设 R 为环, 定义 a− b = a+ (−b), 证明: 对任意 a, b, c ∈ R, 有
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−(a+ b) = (−a) + (−b) = −a− b,

−(a− b) = (−a) + b,

−(ab) = (−a)b = a(−b),

(−a)(−b) = ab,

a(b− c) = ab− ac.

3. 设 R 为环, a, b ∈ R, 且 a, b 可交换, 证明二项式定理: 对任意正整数 n,

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

4. 给出一个没有乘法消去律的环的例子.
5. 证明整环中有消去律.
6. 设 R 为环, a ∈ R, a 6= 0, 且存在 b ∈ R, b 6= 0 使得 aba = 0, 证明 a 是 R 的一

个左零因子或右零因子.
7. 设 R 为有限环, a, b ∈ R 且 ab = 1, 证明 ba = 1.
8. 设 R 为环, a, b ∈ R 且 ab = 1但是 ba 6= 1, 证明有无穷多个 x ∈ R 满足 ax = 1.
9. 设 R 为环, a ∈ R. 如果存在正整数 n 使得 an = 0, 就称 a 为幂零元. 证明若 a

为幂零元, 则 1− a 可逆.
10. 设 R 为环, a, b ∈ R. 设 1− ab 可逆, 证明 1− ba 也可逆并求出 (1− ba)−1.
11. 证明有限整环是域.
12. 设 R 为除环, a, b ∈ R 且 ab 6= 0, 1, 证明华罗庚等式

a− (a−1 + (b−1 − a)−1)−1 = aba.

13. 设 R 为一个无零因子环, e ∈ R 满足对所有 a ∈ R 有 ea = a, 证明 e 为 R 的

单位元.
14. 设 D 是一个整环, 在 D 中解方程 x2 = 1.
15. 设 R 为环, 若 u ∈ R 存在右逆元但不唯一, 证明 u 有无穷多个右逆元.

1.4 整数模 n 的剩余类环

设 n 为正整数, 在整数集 Z 上定义关系 ∼ 如下: 对任意 a, b ∈ Z,

a ∼ b 当且仅当 n | (a− b), 或记为 a ≡ b (mod n).

容易验证 ∼ 是整数集 Z 上的一个等价关系. 在该等价关系下, j ∈ Z 的等价类为

j = {kn+ j | k ∈ Z},
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且该等价关系的商集为

Zn := Z/ ∼= {0, 1, · · · , n− 1}.

若对 a1, b1, a2, b2 ∈ Z 有 a1 = a2 和 b1 = b2, 即 n | (a1 − a2) 且 n | (b1 − b2), 则由

(a1 + b1)− (a2 + b2) = (a1 − a2) + (b1 − b2)

和

a1b1 − a2b2 = (a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2),

得到

n | ((a1 + b1)− (a2 + b2))

和

n | (a1b1 − a2b2),

即 a1 + b1 = a2 + b2 且 a1b1 = a2b2. 故整数环 Z 上的加法和乘法运算诱导了商集 Zn
上的运算, 仍称其为加法和乘法并分别记为 + 和 ·, 即对任意 a, b ∈ Zn, 有

a+ b = a+ b, a · b = ab.

又 Zn 上的加法和乘法运算具有 Z 上的加法和乘法运算所满足的交换律、结合律和分

配律, 所以 Zn 在这样的加法和乘法运算下构成一个交换环, 称其为整数模 n 的剩余类

环. 环 Zn 中有 n 个元素, 所以它是有限环. Zn 的单位群也称为整数模 n 的乘法群, 记
作 U(n), 这是一个有限交换群.

显然, 若 n = 1, 则 Z1 = {0}, 即 Z1 为零环, 它的单位群 U(1) = {0} 是 1 阶群.
例 1.4.1 若 n 是合数, 不妨设 n = ab, 其中 1 < a, b < n, 则在 Zn 中, a 6= 0,

b 6= 0, 但是

ab = ab = n = 0,

故 a 和 b 都是 Zn 的零因子, 所以 Zn 不是整环.
命题 1.4.1 设 n ⩾ 2, k ∈ Z, 则 k 在 Zn 中可逆当且仅当 k 与 n 互素.

证明 由定义, k 在 Zn 中可逆当且仅当存在 l ∈ Zn 使得 k · l = 1, 即 n | (1− kl).
从而存在 t ∈ Z 使得

kl + tn = 1,

这就等价于 k 与 n 互素.

命题 1.4.1 告诉我们整数模 n 的乘法群 U(n) 为有限群, 其阶为 φ(n), 这里 φ(n)

为 Euler(欧拉) φ-函数, 即小于 n 且与 n 互素的自然数的个数.
推论 1.4.1 环 Zn 为域当且仅当 n 为素数.
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证明 若 n为素数, 则对任意 1 ⩽ k ⩽ n−1, k 与 n互素, 所以 k ∈ Zn 可逆, 即 Zn
中每个非零元都可逆, 所以 Zn 为域.

反之, 若 n 不是素数, 则例 1.4.1 告诉我们 Zn 有零因子, 即 Zn 中有非零不可逆元,
所以 Zn 不是域.

由推论 1.4.1 知, 对于任意素数 p, 存在 p 元域 Zp, 这是一个有限域. 例 1.3.6 就
是 p = 2 时的域 Z2.

习题 1.4

1. 证明在 p 元域 Zp 中有

(a+ b)p
k

= ap
k

+ bp
k

,

其中 a, b ∈ Zp, k 为任意正整数.
2. 给出一个有限非交换群 G, 使得对任意 a ∈ G 均有 a4 = e.
3. 求出方程 x2 − 1 = 0 在环 Z360 中的全部解.
4. 证明群 U(35) 中一定有一个元素 g 使得 U(35) 中每个元素都是 g 的幂. 这个结

论对群 U(25) 是否正确?
5. 在 Z29 中计算 2860.


